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Resumo.O sistema hiper cadtico Mathieu-Van der Pol é um importante modelo de sistema
autonomo, com quatro varidveis de estado e quatro expoentes de Lyapunov, sendo trés deles
positivos. Também chamado de Tri Caos, o sistema Mathieu-Van der Pol foi modelado mate-
maticamente via acoplamento linear dos sistemas nao lineares e nao auténomos de Mathieu
e de Van der Pol. Este artigo investiga o controle de caos do sistema Mathieu-Van der Pol hi-
per cadtico com parametros incertos. Inicialmente os parametros sao utilizados para ilustrar
a estabilidade do sistema por intermédio do segundo Método de Lyapunov e posteriormente
investigar a dinamica cadtica do sistema com parametros incertos e, finalizando, propoe-se
a aplicacdo do Controle Linear Otimo como metodologia para controlar o comportamento
cadtico do sistema. Simulagoes Numéricas sao apresentadas para demonstrar a eficdcia desta
proposta.

Palavras-chave. Caos, Parametros Incertos, Controle Otimo

1 Introducao

Os sistemas cadticos sao sistemas dindmicos caracterizados por alta sensibilidade as
condigoes iniciais, autossemelhangas e fractais [9]. A alta sensibilidade as condigoes iniciais
proporciona ao sistema nao linear a caracteristica de instabilidade, e esta instabilidade
no sistema implica em sensibilidade a perturbacoes e erros, gerando resultados que sao
imprevisiveis. Esta natureza sensivel dos sistemas caéticos é comumente chamada de efeito
borboleta, fenomeno formulado por meio de equagoes matematicas por Edward Lorenz em
1963.

As incertezas que se apresentam no processo de modelagem dos sistemas dindmicos
afetam a resposta do modelo computacional, tornando-o mas préximo da realidade. Er-
ros podem ser controlados e reduzidos a um nivel insignificante, desde que os métodos
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numéricos e os algoritmos utilizados sejam bem conhecidos e eficientes. Os autores em [2]
consideram o efeito das incertezas com as mesmas sendo associadas a diferenca entre va-
lores reais e os parametros do modelo matemdtico com uma variagao de 20%.

A dinamica hiper caética pode ser percebida em sistemas dinamicos com vérias varidveis
de estado e é caracterizada pela existéncia de dois ou mais expoentes positivos de Lyapu-
nov. O sistema Mathieu -Van der Pol é um sistema hiper caético [11], fato que o torna de
grande interesse para este trabalho, que tem como principal objetivo a aplicacao de um
controlador que elimine seu comportamento caético e estabilize suas vibragoes incertas [2].

Controlar sistemas caoticos tem sido de grande interesse na engenharia mecanica e
significa projetar leis de controle de realimentagao de estado que estabilizem o sistema
cadtico em torno dos pontos de equilibrio. Muitas técnicas de controle podem ser usadas
para se controlar um sistema e cada técnica dispoe de peculiaridades e resultados distintos,
principalmente na préatica. Para estabilizar sistemas cadticos, foi utilizado, em vérios
trabalhos, o controle linear realimentado [2,8,10]. Neste trabalho aplicamos a metodologia
do Controle Linear Otimo (do inglés - Optimal Linear Control- OLC) proposta por Rafikov
e Balthazar [10], que garante a aplicagdo do controle linear em sistemas nao lineares.
Dentre as principais caracteristicas do Controle Linear Otimo, destacamos a utilizagao do
modelo de representacao em espaco de estados; a obtencao do sinal de controle 6timo por
meio da resolugdo da Equagao de Riccati (do inglés, Algebraic Riccati Equation - ARE)
e da funcao-objetivo parametrizada pelas matrizes Q e R de modo a ponderar os vetores
de estado e controle, respectivamente [10].

Este artigo estd organizado da seguinte maneira: na Secao 2, apresentamos o modelo
de Mathieu-Van der Pol [11], sua dindmica nao linear e a inclusao dos parametros incertos
no sistema [8]. Na Secao 3, nés discutimos a técnica do projeto de controle com incertezas.
Na Secao 4, resumimos os principais resultados obtidos neste artigo.

2 Modelo de Mathieu-Van der Pol

Um novo sistema hiper cadtico com trés expoentes positivos de Lyapunov, também
chamado Tri Caos, é proposto acoplando-se os sistemas de Mathieu e de Van der Pol
obtendo-se um novo sistema de quarta ordem, sistema auténomo Mathieu-Van der Pol,
sendo este o modelo matematico representado como [11]:

.’i?l = X9
To = —(a —+ b:L'3)fL‘1 — (CL + bfl)g)x:{’ — Cx9 + dIL‘g
ig = X4 (1)

iy = —exs+ f(1— x%)m + gz

sendo &1, &2, &3 € T4 0s quatros estados do sistema, a,b,c,d,e, f e g os parametros do
sistema de Mathieu-Van der Pol [11]. Para a investigagao dos pontos instaveis do sistema
foi obtido um diagrama de estabilidade por intermédio do Segundo Método de estabilidade
de Lyapunov utilizando-se os parametros e condigoes iniciais ilustrados Tabela 1.
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Tabela 1: Parametros e Condigoes iniciais.

a b C d (§ f g I i) I3 T4

917 1-9 0.01 91 87.001 10-25 9.0572 0.01 0.01 0.01 0.01

Apbs aimplementagao do Segundo Método de Estabilidade de Lyapunov para o sistema
Mathieu-Van der Pol foi obtido o seguinte diagrama ilustrado na Figura 1.

Diagrama da Estabilidade da Estrutura

®
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Figura 1: Estabilidade Estrutural.

De acordo com o diagrama de estabilidade da Figura 1, pode-se notar que os pontos
na cor azul sao de comportamento estaveis e os pontos na cor vermelha possuem compor-
tamento instavel.

Fixando os parametros numa regiao instavel, sendo b = 5 e f = 18, calcula-se os
expoentes de Lyapunov do sistema Mathieu-Van der Pol, onde constata-se que o sistema
apresenta quatro expoentes de Lyapunov, sendo trés deles com valores positivos, a saber,
A1 = 12.1261; Ay = 7.7713; A3 = 7.7814 e um expoente com valor negativo Ay = —9.6868,
demonstrando que o sistema estd em caos [12].

2.1 Incluindo Parametros Incertos no Modelo

As diversas e atuais aplicagoes na &drea da engenharia mecénica necessitam que os
sistemas trabalhem com parametros 6timos sob determinadas condigoes de operagoes,
como a robustez, por exemplo, que demonstram a necessidade de se desenvolver modelos
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numéricos realistas que consideram adequadamente incertezas nos parametros e nas en-
tradas dos sistemas. Na area da engenharia mecanica, as incertezas tém sido consideradas
em diversos ramos como, a dindmica de estruturas [4], dindmica de rotores [3,5] e robds
manipuladores [6], entre outros.

No processo de modelagem dos sistemas dinamicos as incertezas podem ser conside-
radas através de uma formulacao probabilistica, com intervalos previamente definidos, ou
ainda, através da teoria das possibilidades [7].

Para se considerar o efeito das incertezas, as mesmas serao associadas a diferenca
entre valores reais e os parametros do modelo matemético com uma variacao de 20%,
onde 7(t) ~ ul0,1]Vt [2] tornando-se @ = 73.36 + 36.687(t), b = 4.024 + 2.012r(t), ¢ =
0.008 + 0.002r(t), d = 72.8 4+ 36.4r(t), € = 69.6008 + 34.80047(t), f = 14.4 + 7.2r(t) e
g = 7.5928 + 3.8288r(t).

3 Projeto de Controle de Incertezas

Aplicando a teoria proposta por [10], podemos projetar o controlador com a fungao de
controle U e & = Ax + g(z), onde z € R™ é um vetor de estado, A € R"*™ é uma matriz
constante, g(x) é vetor, cujos elementos sdo func¢oes continuas. Reescrevendo o sistema na
forma de espago de estados, temos:

Ty =x9+U
iy = —(a+ bxs)x) — (a+ bx3)xs — cxo + das
T3 =14 (2)

i1 = —eay + f(1—ad)as + go

0
sendo a matriz constante B = (1) , a diferenca entre a trajetoria e o caminho desejado
1
xr1 — .’il 0
xro — .fg . . ~ 0 .. .
Y=\, _s|° caminho desejado T = ol @ matriz identidade de ordem 4, Q = I e
3— T3
X4 — 54 0
0 1 0 0
A= _91'07777 _0'8100 90'%497 (1] onde a controlabilidade da matriz R do
9.5071 0 —87.0046 17.9982

sistema para o par [A, B] é obtida por R = [B|AB|A2B|A3B].
Assim, R = (1) Em seguida, a matriz P(t) é dada por
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5
0.1587  0.0003 —0.3699  0.0136
P—10° 0.0003  0.0016 —0.0103 —0.0029
N —0.3699 —0.0103 3.1495 —0.01426
0.0136  —0.0029 —0.0142  0.0409

e o controle 6timo u = 14.0153x1 — 1.2919x5 — 24.5948x3 + 38.0333x4.

Para realizar a simulacao numérica do sistema Mathieu-Van der Pol usou-se a variacao
temporal de 0 a 6, parametros e condigoes iniciais ilustrados Tabela 1 e as trajetorias do
sistema podem ser vistas na Figura 2. Segundo a verificagao de controle étimo [1], sua
funcdo é numericamente calculada por L(t) = y” Qy, onde L(t) é definida positiva.

Nas simulacoes numéricas ilustradas nas Figuras deste trabalho, utilizou-se o método
de Runge Kutta de 4* ordem e os gréficos do histérico no tempo e espectro da frequéncia
para os quatro estados do sistema. Todos os algoritmos foram implementados no software
livre Octave.
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Figura 2: Comportamento Din&dmico.

A Figura 2 mostra em azul o comportamento do sistema com parametros fixos, em ver-
melho o comportamento do sistema com parametros incertos e em preto o comportamento
do sistema controlado.

4 Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um controle do comportamento caético do sistema Mathieu-
Van der Pol com parametros incertos. A técnica de controle linear étimo foi aplicada ao
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sistema com o objetivo de solucionar as vibracoes incertas e eliminar o comportamento
cadtico conduzindo as oscilacoes a um ponto estavel. Os resultados mostram que o con-
trolador proposto obteve sucesso com eficiéncia.
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