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1 Introducao

O sistema dinamico definido pela Transformacao de Gauss possui uma relagao com
a expansao em fragoes continuas de um numero real e, estudando as suas propriedades
ergodicas, é possivel obter resultados interessantes na teoria dos ntmeros.

Nosso objetivo é mostrar como é possivel obter a distribuicao de digitos (quocientes)
de quase todo numero, com relagdo a medida de Lebesgue, do intervalo [0,1) na sua
expansao em fracGes continuas e, além disso, mostrar que a probabilidade de um certo
¢ € N aparecer infinitas vezes na expansao em fragoes continuas de um niimero contido no

1) c [0,1) ¢ de 100%.
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2 Resultados e discussoes

Dado z € [0,1) denotaremos sua expansao em fragoes continuas por x = [a1(z), az(z), ...],
onde an(z) € N é a sequéncia de quocientes de .

Definicao 2.1. A Transformagao de Gauss T : [0,1) — [0,1) € definida por T(z) =0, se
r=0eT(z)=1— HJ , se x #0, onde | x| representa a parte inteira de .

Definicao 2.2. A medida de Lebesgue é dada por A(|a,b]) = b — a, independente do
intervalo ser aberto ou fechado.

L (I)J. Note entdo que, se 7" 1(x) € [L

Temos que Vz € (0,1), ay(z) = {W )

entao a, = k.

=
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Definicao 2.3. A medida de Gauss € dada por u(E) = Tog 2 / ﬁdaz.
(0] ET

Definicao 2.4. Seja (M, A, 1) um espaco de medida e f : M — M wuma transformagao
mensurdvel. Dizemos que p € invariante por [ se VE € A, u(E) = u(f~H(E)).
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Afirmacgao 2.1. A medida de Gauss ¢ invariante por T e € absolutamente continua em
relacao a medida de Lebesque, isto €, todos conjuntos com medida Gauss nula, tem medida
de Lebesgue nula.

Teorema 2.1. (de Recorréncia de Poincaré): Seja (M, A, ) um espago de medida,
M — M uma funcdo mensurdvel e p finita e invariante por f. Se E C M é mensurdvel
tal que u(E) > 0, entdo para p-quase todo ponto x € E, existe sequéncia k, € N tal que
fFn(x) € E, para todo n € N.

C%,%) C [0,1), com

¢ € N, temos que pra p-q.t.p. de I, 3k, € N tal que T*(z) € I., ¥n € N. Logo
a,+1 = ¢, Yn € N. Portanto, a probabilidade de ¢ aparecer infinitas vezes na expansao
em fragoes continuas de um nimero contido em I, é de 100%.

Como consequéncia, do Teorema de Recorréncia, dado I. = {

Definicao 2.5. Dado (M, A) um espaco mensurdvel e T : M — M mensurdvel. Uma
probabilidade v nesse espaco é ergédica em relagdo a T se T™1(A) = A = v(A) =1 ou
v(A) =0, onde A € A.

Afirmacgao 2.2. A medida de Gauss € ergddica em relacdo a Transformacdo de Gauss.

Teorema 2.2. (Ergddico de Birkhoff): Seja T : M — M wuma transformagio men-
surdvel e i uma probabilidade ergodica em relagdo a T'. Entdo vale em p-q.t.p. de M, que

Vfe L' (w), »
:LZfoTj(x)%/fd,u. (1)
=0

Como consequécia do Teorema Ergodico de Birkhoff, é possivel obter a frequéncia que
um certo nimero ¢ € N aparece na expansao em fragoes continuas de p-q.t.p. (ou A\-q.t.p.)
de [0,1). Tomando f = &7, : [0,1) — R, definida por X7 (z) =0se x ¢ I. e Xr.(x) =1 se
x € I., temos

p(le)- (2)

n—oo N 4 n— o0 n

n—1 .
1 : 1,..,n};a; I,
lim = E Xy, oT'(z) = lim #{je{l,...,n};aj1(x) € I.} _
7=0

Portanto a frequéncia com que ¢ aparece nas expansoes em fracoes continuas de p-q.t.p.
(ou A-q.t.p.) de [0,1) é pu(1.).
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