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Resumo. Neste trabalho, exibimos a existéncia de uma relagao entre o grau da curva
hipereliptica y?> = f(z), cujo grau de f(z) é maior ou igual a 5, e os parametros p e ¢
das tesselacoes regulares {p,q}. A importancia desta relacao estd diretamente relacionada
a construcao de cédigos classicos como de cédigos quanticos a serem utilizados em canais
discretos sem memoria. Além disso, para curvas hiperelipticas especificas, e consequente-
mente para as tesselagbes associadas satisfazendo a condi¢ao de Fermat, sdo apresentados
os correspondentes grupos fuchsianos aritméticos. Destacamos a importancia dos grupos
fuchsianos aritméticos por estarem relacionados com a construgao dos cédigos reticulados.
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1 Introducao

Neste trabalho, utilizamos a geometria hiperbdlica, em especial o modelo hiperbdlico
do disco aberto unitdrio A = {(x,y) € R? : 22 + y> < 1}, e as curvas hiperelipticas
y? = f(z), uma classe especial das curvas algébricas, na determinacio do correspondente
grupo fuchsiano e, consequentemente, do grupo fuchsiano aritmético. Para alcancar esse
objetivo, faremos uso do algoritmo proposto em [6] na determinacao do grupo fuchsiano
cujo poligono fundamental tem como vértices as raizes associadas a curva hipereliptica
dada. Todavia, a regiao fundamental do poligono que ird uniformizar a curva hipereliptica
esta associada a um subgrupo do grupo fuchsiano associado a curva hipereliptica dada.
Como consequéncia, os parametros p e ¢ da tesselagao {p, ¢} associada sao determinados.
Agora, se os parametros p e g da correspondente tesselacao {p, ¢} satisfizerem a condicao de
Fermat entao o correspondente grupo fuchsiano aritmético sera apresentado. Chamamos a
atencao ao fato de que a referida regiao fundamental tem area maxima quando comparada
com a regiao fundamental determinada pelo procedimento proposto por Whittaker, [9].

Uma condigao para se obter uma tesselagao regular, consistindo de um arranjo de
poligonos regulares (todos os lados ter o mesmo comprimento), é que o poligono cujos
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vértices sao as raizes da curva hipereliptica deve ser regular ou quase regular (ter somente
uma aresta com comprimento diferente). Como resultado da aplicacdo do algoritmo pro-
posto em [6] ao poligono regular ou quase regular, temos as transformagoes elipticas como
os geradores do grupo fuchsiano. A determinacdo do subgrupo fuchsiano consiste em
fixar uma das transformagoes elipticas e multiplica-la as demais. No caso do poligono
ser regular a transformacao eliptica a ser fixada pode ser qualquer uma. Todavia, no
caso do poligono ser quase regular, a transformacao elitpica a ser fixada é aquela asso-
ciada & aresta com comprimento diferente. A regiao fundamental (obtida fixando uma
transformagao eliptica e realizando o produto desta pelas demais) nos dois casos serd um
poligono regular, denominado poligono fundamental.

Desse modo, ao repetir o processo de fixar uma transformagao eliptica e realizar as
composicoes com as demais transformagoes, obtemos o poligono fundamental e este sob
a acao do correspondente subgrupo fuchsiano recobrird o plano hiperbdlico, uma vez que
tais poligonos fundamentais interceptam-se somente nas arestas e vértices.

Diante deste contexto, o trabalho aborda a existéncia de uma relagao entre o grau da
curva hipereliptica 42 = f(z), e as tesselacdes regulares possiveis, a saber, as trés principais
tesselagoes {4g,4g}, {49 + 2,29 + 1} e {129 — 6,3}, onde g é o género da superficie,
conduzindo & construcao tanto de codigos cldssicos como de cédigos quanticos, a serem
utilizados na codificacdo de canais, bem como as respectivas vantagens de cada uma.
Por fim, para curvas hiperelipticas especificas, e consequentemente para as tesselagoes
associadas, tal que satisfagam a condigdo de Fermat, indicamos a obtencao do grupo
fuchsiano aritmético associado, cuja importancia esta relacionada a construcao de uma
classe de codigos corretores de erros denominada cddigos reticulados.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. Na Secao 2, serdo apresentadas as
tesselacoes, tanto na geometria euclidiana quanto na geometria hiperbdlica, ressaltando as
mais utilizadas na teoria de codificacdo. Na Secao 3, apresentamos a condicao de Fermat,
ou seja, a condicao a ser satisfeita pelos parametros p e ¢ da tesselacao {p,q} para que
esta possua um grupo fuchsiano aritmético associado. Na Secado 4, exibimos a obtencao
da regiao de uniformizacdo de uma curva hipereliptica dada. Na Secéo 5 apresentamos
os resultados decorrentes da relacao entre o grau da curva hipereliptica e as possiveis
tesselagoes, e consequentemente, com os grupos fuchsianos aritméticos. Por fim, na Secao
6 serao apresentadas as conclusoes.

2 Tesselacoes

Nesta secao, apresentamos o conceito e exemplos de tesselacoes, destacando suas par-
ticularidades. Em seguida, apresentamos as condigoes para a existéncia de uma tes-
selagao regular no plano hiperbélico. Apresentamos as trés principais tesselagoes {4g,4g},
{49+2,2g+1} e {129—6, 3}, onde g é o género da superficie, por serem as mais empregadas
na codificacao de canais.

Definicao 2.1. Uma tesselacao reqular do plano, hiperbolico ou euclidiano, é uma cober-
tura de todo o plano por poligonos regulares, hiperbdlicos ou euclidianos, ndo sobrepostos
que se interceptam apenas nas arestas ou mos vértices. Todos os poligonos da tesselacdo
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tém o mesmo numero de lados. Uma tesselagao reqular com q poligonos requlares de p
lados € denotada por {p,q}.

Observagao 2.1. A tesselag¢ao {p,q} € auto-dual se p = q.

Na geometria euclidiana, existem apenas trés tesselagoes regulares, isso por que os
valores de p e ¢ devem satisfazer (p — 2)(¢ — 2) = 4. Disso decorre que sé existem as
tesselagoes {3,6} (tridngulos equildteros com 6 triangulos equildteros encontrando-se em
cada vértice), {4,4} (quadrados com 4 quadrados encontrando-se em cada vértice) e {6, 3}
(hexdgono regular com 3 hexdgonos regulares encontrando-se em cada vértice). Por outro
lado, na geometria hiperbodlica existem infinitas tesselacoes regulares, pois p e ¢ devem
satisfazer (p —2)(¢ — 2) > 4, veja [8] e [5] para maiores detalhes.

Dentre as infinitas tesselagoes no plano hiperbélico, destacamos as tesselagoes {4¢, 4¢},
{49 + 2,29 + 1} e {129 — 6,3}, onde g = 0,1,2,..., é o género da superficie associada.
Estas tesselacOes s@ao as mais importantes para a codificagdo de canais tanto na teoria da
codificagao classica quanto na teoria da codificacdo quantica.

A tesselagao auto-dual {4g,4g} é comumente utilizada em sistemas de comunicagao
por apresentar uma implementacao mais simples do que a implementacao das outras duas
tesselacoes. Entretanto, essa tesselagao é a menos densa e apresenta uma maior taxa de
erro dentre as trés tesselagoes. Na tesselagdo {4g,4g} a taxa de erro nao estd muito longe
da taxa de erro na tesselacao {4g + 2,2g9 + 1}. Todavia, a menor complexidade aponta
na diregao da utilizagdo da tesselacao auto-dual. A tesselagao {129 — 6,3} apesar de ser
a mais densa e, portanto, conduzindo a um melhor desempenho, tem maior complexidade
de implementacao do demodulador do que as das demais tesselagoes, [4].

3 Grupo Fuchsiano Aritmético

Nesta secao, apresentamos um importante e interessante exemplo de grupo fuchsiano,
o grupo fuchsiano aritmético, e as condi¢bes sob uma tesselacao a fim de obter um grupo
fuchsiano aritmético associado.

Definicao 3.1. Um grupo fuchsiano aritmético é um grupo fuchsiano derivado de uma
algebra dos quatérnios.

Em outras palavras, um grupo fuchsiano aritmético é um subgrupo discreto de PSL(2,R)
obtido a partir de algumas construgoes aritméticas, [7].

Dada a tesselacao {p,q}, exibimos as condigoes sobre p e ¢ para que seja possivel
determinar o grupo fuchsiano aritmético associado, para maiores detalhes veja [3].

Definicao 3.2. Um nimero de Fermat é um nimero primo da forma ps = 2% + 1, onde
s > 0 é um inteiro positivo.

Teorema 3.1. (Condi¢ao de Fermat) [3] Seja T' um grupo fuchsiano derivado de uma
tesselagao {p,q}, € possivel determinar os geradores de T, e entdo, o grupo fuchsiano
aritmético, se p e q podem ser fatorados como

2k ou Qkplpg ... Ds
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onde k € um numero natural e os p;’s sdo numeros de Fermat distintos.

Sem perda de generalidade, considere o caso de poligonos hiperbédlicos regulares com
lados opostos emparelhados. Através da aplicacao do algoritmo proposto em [3], pagina 63
na subsecao 3.2.1, para a construgao do grupo fuchsiano aritmético, obtemos os geradores
do grupo fuchsiano aritmético. Estes geradores sao dados por
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4 Exemplo da obtencao da regiao fundamental

Nesta segao, apresentamos de forma sintetizada a aplicagao do algoritmo, veja [6], para
a curva hipereliptica y? = 2% —1. Destacamos que tal procedimento é valido para as curvas
hiperelipticas da forma > = 2"+ 1,92 = 2" —1,ey? = 2" + 2" '+ ...+ 22+ 2+ 1, onde
ne€Nen=29g+1oun=29+2 (g éo género da superficie). Por hipétese, todas as
curvas satisfazem a conjectura de Whittaker, para maiores detalhes veja [6].

Exemplo 4.1. Dada a curva hipereliptica y> = 2° — 1, de género 2, temos que suas raizes
sdo c¢1 = 0.3090174-0.9510565¢, co = —0.809017+0.5877853i, c3 = —0.809017—0.58778531,
cq = 0.309017 — 0.9510565i e c5 = 1. As raizes estao sobre a fronteira de A, veja Figura
1, e o poligono formado € reqular.

Note que o poligono em A formado pelas raizes da curva hipereliptica y> = 2° — 1 €
reqular, veja Figura 1. Desta maneira, podemos fizar qualquer uma das transformagoes
elipticas, cada uma associada a uma correspondente aresta do poligono e, entdo, fazermos
o produto desta transformacdo as demais. Em particular, fizando a transformacao T,
obtemos a regiao fundamental que uniformizard a curva hipereliptica como mostrada na
Figura 2.

5 Resultados

Nesta secao, exibimos os resultados estabelecidos a partir da andlise realizada na
aplicacdo do algoritmo proposto em [6], para a curva hipereliptica y?> = 2% — 1, bem
como para as curvas hiperelipticas da forma y?> = 2"+ 1,92 = 2" — 1, ey? = 2" + 2" 1 +
oo+ 224+ 2+1,ondeneNen=2g+1oun=2g+2 (g éo género da superficie).
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Figura 2: Regido fundamental associada & curva y? = z° — 1 em A

Considere a curva hipereliptica y> = 2% — 1, cujas raizes formam um poligono de 5
lados, Figura 1. Ao fixarmos uma transformagao eliptica (fixar aresta) e multiplica-la
as demais, resultard em uma regiao fundamental consistindo de um poligono de 8 lados,
Figura 2. Assim, a tesselacao {p, ¢} associada & curva hipereliptica dada satisfaz p = 8. A
fim de determinar o valor adequado de ¢, utilizamos a condigao (p —2)(q —2) > 4. Entao,
a tesselacdo associada é {8, ¢}, onde ¢ satisfaz a condigdo ¢ > 8/3. Além disso, dentre
as possiveis tesselagoes {8, ¢}, onde ¢ > 8/3, escolhemos aquela que satisfaga a condigao
de Fermat, veja Teorema 3.1. Note que p = 8 = 23 e, assim, para todo valor de ¢ > 3
que possa ser decomposto na forma 25 ou 25p1ps ... ps, onde k é um nimero natural e os
p;’s sao numeros de Fermat distintos, obtemos um grupo fuchsiano aritmético associado.
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Por exemplo, as tesselagoes {8,3}, {8,4}, {8,5}, {8,6}, {8,8}, {8,10}, {8,12}, {8,16} e
{8,20}, satisfazem a condi¢ao de Fermat. Assim, um grupo fuchsiano aritmético associado
a cada uma dessas tesselagoes hiperbdlicas pode ser obtido.

De forma geral, observamos que, dada uma curva hipereliptica de graun, n € Nen > 3,
as suas raizes formam um poligono de n lados. Desse modo, a sua regiao fundamental serd
um poligono de 2n — 2 lados. Assim, a tesselacao {p, ¢} associada & curva hipereliptica
dada satisfaz p = 2n — 2. Com o objetivo de determinar o valor adequado de ¢, temos que
existe uma tesselacao regular {p, ¢} do plano hiperbdlico se, e somente se, (p—2)(¢—2) > 4,
veja [5,8].

Em particular, para a curva hipereliptica de grau n = 2g + 1, segue que p = 2(2g +
1) =2 =4g +2 — 2 = 4g. Entao, a tesselacao associada é a tesselacdo {4g,q}, onde ¢
satisfaz a condigao (p—2)(¢—2) > 4. De forma andloga, dada a curva hipereliptica de grau
n =2g+2temos que p =2(2g+2)—2=4g+4—2 =4g+2. Logo, a tesselagdo associada
é {49+ 2, q}, onde ¢ satisfaz a condicao (p —2)(¢ —2) > 4. No caso da curva hipereliptica
ter grau n = 6g — 2, decorre que p = 2(6g —2) —2 =129 —4 — 2 = 129 — 6. Dessa forma,
a tesselacao associada é {12g — 6, ¢}, onde ¢ satisfaz a condigao (p — 2)(q — 2) > 4.

Como consequéncia, temos os seguintes resultados:

Proposicao 5.1. Dada a curva hipereliptica de grau n, com n raizes distintas em A,

entao os parametros p e q da tesselagao {p,q} sao dados porp=2n—2 e q> 2(521:21)).

Proposigao 5.2. Considere uma curva hipereliptica que satisfaca a Proposicdo 5.1. Se o
grau da curva €

1. 2g + 1 entdo a tesselagdo associada é {4g,q}, onde q satisfaz (49 — 2)(q — 2) > 4;
2. 29+ 2 entao a tesselagao associada € {4g + 2,q}, onde q satisfaz 4g(q — 2) > 4;

3. 6g—2 entao a tesselagdo associada é {129—6,q}, onde q satisfaz (12g—8)(q—2) > 4;
onde g € o género da superficie associada.

E mais, estas curvas estao associadas, em parte, as trés principais tesselacoes exibidas
anteriormente, pois foi determinado somente o valor de p, enquanto ¢ tem vérios valores
possiveis. Recordamos que na Secao 3, foram expostas as condigoes sobre p e g para
que seja possivel determinar o grupo fuchsiano aritmético associado a tesselacao {p, ¢}, a
saber, p e ¢ tem que serem decompostos na forma 2¥ ou 2¥pips...ps onde k € Z e os
p;’s sao numeros distintos de Fermat. Chamamos a atencao ao fato de que a condicao de
Fermat é uma possivel, e ndo a tnica, condicao a ser satisfeita na determinacao de grupos
fuchsianos aritméticos.

Assim, para cada uma das curvas hiperelipticas consideradas, é possivel verificar a
partir de quais tesselagoes {p,q} um grupo fuchsiano aritmético pode ser obtido. Este
dltimo implica fortemente na construcao de cédigos geometricamente uniformes.

Desta forma, dado o grau da curva hipereliptica, estabelecemos as possiveis tesselagoes,
veja as Proposicoes 5.1 e 5.2. Dentre as possiveis tesselagoes, escolhemos aquela que
satisfaca a condicao de Fermat, veja Teorema 3.1. Consequentemente, obtemos o grupo
fuchsiano aritmético associado. A partir disso, um reticulado hiperbdlico é derivado, do
qual a constelacao de sinais GU pode ser construida.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0428 010428-6 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0428

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

6 Conclusoes

Neste trabalho foi estabelecida uma relacao entre o grau da curva hipereliptica e a tes-
selacao associada a superficie gerada pelo subgrupo fuchsiano. Por fim, dentre as possiveis
tesselacoes, indicamos como identifica-las a um grupo fuchsiano aritmético. Destacamos
que, a partir do conhecimento do grupo fuchsiano aritmético, é possivel a obtencao de
reticulados, os quais sao importantes em projetos de modulacoes e cdédigos corretores de
erros utilizados em sistemas de comunicacoes, de forma a atingir a menor complexidade
nos processos de demodulacao e de decodificacdo bem como o de melhor desempenho a
ser alcancado pelo sistema de comunicagcoes.
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