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Resumo. Apresentamos neste trabalho duas estratégias para calcular o volume de poliedros
convexos: a decomposicao do poliedro em poliedros de volume conhecido, tais como prismas e
piramides; a eliminacao de poliedros de volume conhecido de um poliedro de volume também
conhecido. Aplicamos a primeira estratégia para calcular o volume do octaedro triakis, um
poliedro de Catalan, e empregamos o software gratuito de geometria dinamica GeoGebra
3D para a construgao de poliedros convexos e também para as composi¢oes/decomposigoes.
Concluimos que o aplicativo é uma excelente ferramenta para estabelecer estratégias para o
cédlculo do volume de poliedros convexos.
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1 Introducao

Conforme [6,7], “o cdlculo do volume de um poliedro convexo pode ser uma tarefa
complexa”. Nesse calculo, podemos decompor o poliedro em poliedros com volume conhe-
cido, como prismas e piramides. A Figura 1 mostra a decomposicao do icosaedro regular,
um poliedro de Platao, em vinte piramides cujas bases sao as faces do icosaedro e cu-
jas arestas laterais tém a medida do raio da esfera circunscrita ao icosaedro. Em outra
estratégia, podemos eliminar poliedros de volume conhecido, como prismas e piramides,
de um poliedro de volume também conhecido, como o cubo por exemplo. A Figura 2
ilustra a obtencdo do dodecaedro rémbico, um poliedro de Catalan®, a partir de sucessivos
truncamentos do cubo.

Ainda segundo [6,7]:

O célculo do volume de um poliedro convexo é um tema pertinente a formagao
geométrica do professor de matematica. A escassez de referéncias bibliograficas
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30s poliedros de Catalan (Eugene Catalan (1814-1894)) sdo os poliedros duais dos poliedros Arquime-
dianos. O dual de um poliedro tem por vértices os centros das faces do poliedro.
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Figura 2: Truncamentos sucessivos do cubo para determinar o dodecaedro rémbico [6].

em portugués justifica a elaboracao de material didatico sobre o tema. Além
disso, ha na natureza cristais e organismos vivos com formatos poliédricos. O
volume de uma pedra preciosa e de uma massa viral, por exemplo, sao medidas
que devem, sob certas circunstancias, ser calculadas.

2 Volume do octaedro triakis

O octaedro triakis, um poliedro de Catalan, pode ser obtido por acumulacdo do octa-
edro regular, um poliedro de Platéo [1], ao acoplarmos uma piramide triangular em cada
face, como na Figura 3.

Figura 3: Acumulagio do octaedro regular [6].

O octaedro triakis é um poliedro convexo composto por 24 faces, 36 arestas e 14
vértices [8], como mostra a Figura 4. Suas faces sdo formadas por triangulos isésceles e
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suas arestas tém dois comprimentos:

1. as doze maiores sao as arestas do octaedro regular sobre cujas faces se faz a acu-

mulagao;

2. as vinte e quatro menores sao as arestas laterais das piramides triangulares acopladas
as faces do octaedro regular na acumulagao.

(a)

Figura 4: Octaedro triakis: (a) sélido; (b) planificagdo - [6].

Dessa forma, o volume V' do octaedro triakis é dado por

V = ‘/;)r + 8‘/pta (1)

onde V,, ¢ o volume do octaedro regular e V,; € o volume da piramide triangular acoplada.

Figura 5: Pirdmide da acu-
mulagao do octaedro regular [6].

A pirdmide triangular tem a forma e as dimensoes
daquela ilustrada na Figura 5, onde a é a medida da
aresta do octaedro regular e z é a medida da aresta la-
teral da pirdmide acoplada. Para calcular o volume dessa
piramide, precisamos estabelecer uma relacao entre as
arestas curtas e as arestas longas. Segundo [8], ao for-
marmos o octaedro triakis a partir de seu dual, o cubo
truncado, com aresta unitaria, obtemos um octaedro tria-
kis com a maior aresta medindo 2 + v/2 e a menor aresta
medindo 2.

Considerando a a medida da maior aresta, temos, por
semelhanca de triangulos, que a medida da menor aresta

é:z::(2—\/§)a.

Sabemos que a base da piramide é um tridngulo equilatero. Aplicando o teorema de

Qﬁazﬁa

Pitagoras no tridngulo retangulo da Figura 5, de hipotenusa x e catetos b = - —

e H, onde H ¢ a altura da piramide, obtemos:

IL’ZZ

3 2 3
H? +b%
2
2 3
(v e (57)
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3
H="2\/17-12v2;
\/g Y
1-— 2
_ V51-36v2 (2)
3
O radical duplo em (2) pode ser escrito como
\/51 —36V2 = \/51 — /2592, (3)

Empregando a relagao descrita em [4,5] para transformar o radical duplo (3), com
A =51 e B =2592, em uma diferenca de radicais simples, obtemos:

2 _ _ 2 _
51_\/@Z\/M—F 5; 2592_\/51 5; 2592;

1 1—
\/51—\/2592:\/5 ;@—\/5 2\@;
/751_ %2592:\/51+3_\/51—3;
2 2
\/51—\/2592:,/%—1/&
2 2
51 — /2592 =27 — /24;
51 — V2592 =3v/3 — 21/6. (4)

Substituindo (4) em (2), temos que:

H =% (3v3-2v6):
H:(f—?) a. (5)

Dessa forma, empregando (5), temos que o volume Vj; da piramide triangular, cuja
area da base é Ay, é dado por:

1
V}yt :gAbH;
1a2V3 2v6
V=373 a(“‘g)’
(13 \f
Voo =55 (9-6v2):
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3-2V2 4
= .

Vi 12

(6)
_ V20

O volume V,, do octaedro regular é dado por V,. = ?a [6]. Substituindo esta

medida e (6) em (1), concluimos que o volume V' do octaedro triakis é igual a:

V =V + 8V

a3\/§ a’

- 4 (3_9 2)~
V=" +812<3 V2):

V= (2 — \/5) a?, (7)

onde a é a medida da maior aresta do poliedro (ou a medida da aresta do octaedro regular).
Podemos também determinar o volume do octaedro triakis a partir da medida de sua
menor aresta . Para tal, expressamos a em funcao de x. Dessa forma, temos que:

x:a(2—\@>;
a:27x\/§.

Substituindo (8) em (7), concluimos que:

V==——"s;
(2-v2)

v — x3 3—1—2\/2
C2(3-2v2)3+2v2
3
X
V=2 <3+2\f2);
2v2+3 4
-2

onde z é a medida da menor aresta do poliedro (ou a aresta lateral da piramide acoplada
na acumulacao do octaedro regular).

V

3 Explorando o GeoGebra 3D

O GeoGebra 3D pode ser empregado para compor/decompor poliedros convexos e as-
sim estabelecer estratégias para calcular o volume desses poliedros. Exemplificamos com
o hexaedro tetrakis, um poliedro de Catalan, e com o cuboctaedro, um poliedro Arqui-
mediano?. O hexaedro tetrakis pode ser determinado pela acumulacdo de uma piramide

4Poliedro convexo em cujos vértices concorrem o mesmo niimero de arestas e cujas faces sdo poligonos
regulares de mais de um tipo.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0364 010364-5 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0364

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

quadrangular sobre cada uma das faces de um cubo. O GeoGebra 3D permite que sepa-
remos dinamicamente as seis pirdmides do cubo, como ilustra a Figura 6, estabelecendo
para o volume do hexaedro tetrakis a soma do volume do cubo com o volume das seis
piramides. J& o cuboctaedro pode ser determinado pelo truncamento dos oito vértices de
um cubo. O GeoGebra 3D possibilita que separemos dinamicamente os oito tetraedros do
cubo, como mostra a Figura 7, determinando para o volume do cuboctaedro a diferenga
entre o volume do cubo e o volume dois oito tetraedros.

7 hexaedro triakis.ggb - m] X
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Entrada:

Figura 6: Decomposicao do hexaedro tetrakis no GeoGebra 3D [6].

(a) (b) (c)

Figura 7: Cuboctaedro: (a) decomposicao em duas cipulas triangulares; (b) truncamento do
cubo; (c) separacao dos oito tetraedros.
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Uma descrigao detalhada de como empregar o GeoGebra 3D em atividades de com-
posigao/decomposicao encontra-se em [6,7]. Para executar o GeoGebra 3D, o estudante
precisa de um computador com o software instalado ou com acesso a internet para utili-
zar o GeoGebra 3D online [2]. O download do software pode ser feito no site oficial do
GeoGebra [3] e é gratuito.

4 Conclusoes

Apresentamos neste trabalho estratégias para calcular o volume de poliedros convexos
e utilizamos uma dessas estratégias para demonstrar a relacao para o calculo do volume do
octaedro triakis, um poliedro de Catalan. Empregamos o software gratuito de geometria
dindmica GeoGebra 3D para compor/decompor poliedros convexos e, dessa forma, visua-
lizar estratégias para o calculo do volume. O aplicativo pode ser explorado em atividades
para o calculo do volume de poliedros convexos no Ensino Superior, como no Curso de
Licenciatura em Matematica, e também no Ensino Médio. Neste, o GeoGebra 3D permite
desenvolver atividades com os poliedros de Platao, como o octaedro regular, e também
atividades de equicomposi¢ao com prismas e piramides.
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