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Resumo. Apresentamos neste trabalho investigagoes dos seguintes teoremas geométricos:
quadrilatero inscritivel; Simson-Wallace; ortocentro do triangulo inscrito; angulo entre duas
retas de Simson-Wallace; Steiner-Lehmus e Steiner-Lehmus completo. Empregamos nessas
investigacoes o software gratuito de geometria dinamica GeoGebra. Concluimos que as
investigacoes sao relevantes na Licenciatura em Matematica e no Mestrado Profissional em
Matemadtica porque complementam/enriquecem as provas formais dos teoremas e também
as referéncias bibliograficas de geometria empregadas nesses cursos.
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1 Introducao

Figura 1: Prova manipulativa
por equicomposi¢ao do teorema
de Pitdgoras [1].

da tese.

Geralmente, a prova formal de um teorema de geo-
metria plana requer construcoes auxiliares, as quais sao
algumas vezes complexas [4,6,9]. O professor de ma-
tematica da Educacao Basica pode substituir provas for-
mais por demonstragoes manipulativas [1,10] e/ou provas
sem palavras (proofs without words) [8], como ilustra a
Figura 1. Mais, o professor pode complementar essas de-
monstracoes com investigagoes empregando softwares de
geometria dindmica, doravante denominadas investigagoes
dinamicas, como por exemplo, o aplicativo gratuito Geo-
Gebra [3]. Essas investigagoes sao também importantes no
Ensino Superior, como no Curso de Licenciatura em Ma-
tematica, e também na pds-graduacao, como no Mestrado
Profissional em Matematica, e as mesmas podem ocorrer
tanto antes quanto depois da prova formal, evidenciando
a importancia de cada uma das hipdteses na construcao
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Dessa forma, apresentamos neste trabalho algumas investigagoes dinamicas, efetuadas
com o GeoGebra, de teoremas geométricos abordados em disciplinas de geometria plana,
tanto na Licenciatura em Matematica quanto no Mestrado Profissional em Matematica.
O roteiro completo dessas e de outras atividades esta disponivel em [6].

2 Teoremas geométricos

2.1 Quadrilatero inscritivel

Teorema 2.1. Um quadrildtero ¢ inscritivel em wma circunferéncia se, e somente se,
possui um par de angulos opostos suplementares.

A Figura 2(a) ilustra a constru¢do no GeoGebra de um quadrildtero onde um dos
vértices nao pertence a circunferéncia que passa pelos outros trés vértices. O GeoGebra
permite que se mova dinamicamente o vértice nao pertencente a circunferéncia e que se
verifique a soma dos adngulos opostos quando esse vértice pertence (ou nao pertence) a
circunferéncia - Figura 2(b).
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Figura 2: Verificagdo do Teorema 2.1 no GeoGebra: (a) construgdo do quadrildtero ; (b) soma
dos angulos opostos do quadrildtero - [6].

2.2 Simson-Wallace

Teorema 2.2. Sejam um triangulo ABC e um ponto D nao situado sobre as retas suportes
de seus lados. Se o ponto D pertence 4 circunferéncia que circunscreve o triangulo ABC,
entdo o triangulo pedal® de D em relagdo a ABC é degenerado.

3Sejam ABC um tridngulo qualquer, D um ponto nio pertencente as retas suportes dos lados de ABC,
e E, F e G os pés das perpendiculares baixadas de D sobre as retas suportes dos lados AB, AC e BC,
respectivamente. O tridngulo de vértices E, F' e G é o triangulo pedal de D em relagdo a ABC - Figura
3(a). Se E, F e G sao colineares, o tridngulo pedal é degenerado e a reta que passa por esses trés pontos
é denominada reta de Simson-Wallace de polo D em relagdo ao tridngulo ABC - Figura 3(b).
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A Figura 3(a) mostra a construcao do triangulo pedal de um ponto D em relagao a
um tridngulo ABC. O GeoGebra permite que se mova dinamicamente o ponto D e se

observe quando o tridngulo pedal é degenerado - Figura 3(b).

Além disso, movendo o

ponto D sobre a circunferéncia que circunscreve o triangulo ABC, determinamos todas as
retas de Simson*-Wallace® com polo em D, ou seja, o conjunto, ou envelope, das retas de

Simson-Wallace, como ilustrado na Figura 4.
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Figura 3: Verificagdo do Teorema 2.2 no GeoGebra: (a) construgdo do tridngulo pedal; (b) reta

de Simson-Wallace - [6].
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Figura 4: Envelope das retas de Simson-Wallace no GeoGebra [6].

“Robert Simson (1687-1768): matemético escocés, professor na Universidade de Glasgow.
*William Wallace (1768-1843): matemaético escocés, professor na Universidade de Edimburgo.
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2.3 Ortocentro do triangulo inscrito

Teorema 2.3. Se H € o ortocentro de um triangulo ABC e D é um ponto da circun-
feréncia circunscrita a ABC, entdo o ponto médio do segmento DH pertence a reta de
Simson-Wallace do triangulo ABC com polo em D.

A Figura 5 ilustra a validade do Teorema 2.3 no GeoGebra.
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Figura 5: Verificagdo do Teorema 2.3 no GeoGebra [6].

2.4 Angulo entre duas retas de Simson-Wallace

Teorema 2.4. Se D e J sao dois pontos pertencentes a circunferéncia circunscrita a um
triangulo ABC, com A pertencente ao menor arco DJ, entdo o dngulo formado entre as
retas de Simson-Wallace que possuem os pontos D e J como polos € congruente ao angulo
inscrito DBJ do menor arco DJ.

A Figura 6(a) ilustra a construcdo de duas retas de Simson-Wallace. O GeoGebra
possibilita que se observe a equivaléncia entre o angulo de duas retas de Simson-Wallace
e o angulo inscrito no menor arco determinado pelos polos dessas retas - Figura 6(b).
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Figura 6: Verificagdo do Teorema 2.4 no GeoGebra: (a) construgido de duas retas de Simson-
Wallace; (b) dngulo entre duas retas de Simson-Wallace - [6].

2.5 Steiner-Lehmus

Teorema 2.5. Se ABC' ¢é um triangulo qualquer, de base BC e bissetrizes internas BE
e CD tais que BE = CD, entao o triangulo ABC' € isdsceles.

A Figura 7(a) ilustra a construgado das bissetrizes de dois angulos internos de um
triangulo ABC qualquer. O GeoGebra possibilita que se verifique a medida das bissetrizes
e dos lados e, dessa forma, se o triangulo construido é isésceles ou nao - Figura 7(b).

H4 vérias estratégias para se provar formalmente o Teorema 2.5 [2,6]. O GeoGebra
pode ser empregado para investigar essas diferentes formas de demonstragao.
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Figura 7: Verificagdo do Teorema 2.5 no GeoGebra: (a) construgao das bissetrizes de um tridngulo
qualquer; (b) medida das bissetrizes e dos lados de um triangulo ABC - [6].

O GeoGebra também torna possivel a investigagdo da forma completa do teorema de
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SteinerS-Lehmus” [5].

Teorema 2.6 (Steiner-Lehmus completo). Se ABC' é um triangulo qualquer, com dngulos
internos A, B e C, entdo:

i) as bissetrizes internas de B e de C' sao congruentes se, e somente se, AB = AC;

i1) as bissetrizes externas de B e de C' sao congruentes se, e somente se, AB = AC ou

, (A B ¢
sen — =sen | —|sen | — |;

2 2 2

i11) a bissetriz externa de B e a bissetriz interna de C' sdo congruentes se, e somente se,

, (A B ¢
cCoS — =sen | — |jcos| —

2 2 2

Dado um triangulo ABC, de vértices com coordenadas B(0,0), C(1,0) e A(x,y), o
lugar geometrlco dos pontos A do plano tais que um par de bissetrizes de ABC, uma de
B e outra de C, internas e/ou externas, sao congruentes é dado pela unido de uma curva

1
com a mediatriz do segmento BC |z = B [7]. A Figura 8, construida no GeoGebra,

ilustra esse lugar geométrico, representativo do Teorema 2.6.

Figura 8: Lugar geométrico dos pontos A do plano tais que o tridngulo ABC, com B(0,0) e
C(1,0), tem duas bissetrizes, uma de B e outra de C, congruentes.

5Jacob Steiner (1796-1863): matemadtico suico, professor na Escola Técnica de Berlim.
"Daniel C. L. Lehmus (1780-1863): matemético alemao, professor na Universidade de Berlim.
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3 Conclusoes

Apresentamos neste trabalho investigacoes de teoremas de geometria plana efetuadas
com o software de geometria dinamica GeoGebra. A relevancia do trabalho é evidenciada
quando se compara as provas formais dos teoremas com as investigagoes [6], sendo que
estas também enriquecem as referéncias empregadas nas disciplinas de geometria plana da
Licenciatura em Matematica e do Mestrado Profissional em Matemaética. Esperamos que
o presente trabalho motive os professores de matematica da Educagao Basica e do Ensino
Superior a empregar/explorar aplicativos de geometria dindmica em sala de aula.
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