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Resumo: Neste trabalho, investiga-se um problema de transporte de particulas definido em um
dominio retangular com uma fonte de néutrons isotrdpica, cercado por condi¢des de contorno
de vacuo em geometria cartesiana bidimensional. A abordagem proposta, jd utilizada anterior-
mente, reduz a complexidade do modelo bidimensional através de esquemas nodais, juntamente
com a aplicagdo do método de ordenadas discretas analitico (ADO). O esquema nodal € definido
em todo o dominio do problema e como usualmente em métodos nodais, relacdes entre os fluxos
médios e o0s fluxos desconhecidos nos contornos, sao introduzidos. O método ADO € usado para
desenvolver solucdes para as equacoes integradas unidimensionais, que sao explicitas em termos
das varidveis espaciais. A técnica utilizada conduz a uma reducdo da ordem dos sistemas de
autovalores associados, proporcionando desse modo, solucdes de forma mais eficientes no ponto
de vista computacional. Para o caso teste aqui analisado, diferentemente de trabalhos anteriores,
solugoes particulares mais gerais sdo utilizadas baseadas em funcoes de Green.
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1 Introducao

A solucdo de problemas de transporte de néutrons multidimensionais tem sido um tépico
de pesquisa de grande interesse, devido ao amplo campo de aplicagoes [1,12]. Neste contexto,
daremos atencao aos métodos nodais [2,3,7], j4 que estes sao comumente utilizados na resolugao
de problemas multidimensionais onde, através da integragao em uma das varidveis espaciais,
reduz-se o sistema de EDP’s (originados da discretizacao da integral angular) em sistemas de
EDO’s. O uso de esquemas nodais reduz a complexidade do modelo e possibilita a utilizacao de
varios instrumentos de andlise espacial [5,6,8,11].

O método ADO [4] tem sido intensivamente utilizado com sucesso para encontrar a solugao
das equacoes nodais em ordenadas discretas, derivadas do problema de transporte de néutrons
bidimensional, de uma maneira concisa e exata, a baixo custo computacional [5,6,10]. O pro-
blema teste apresentado aqui é diferente daquele tratado em [5,6]. O mesmo foi abordado, no
entanto, na referéncia [10], sendo que aqui, a solu¢ao particular é derivada através das fungoes
de Green, que se torna mais geral que o caso tratado em [10], baseado na proposicao de solugoes
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particulares constantes. Desta maneira, busca-se estender a investigacdo que vem sendo feita
com o método ADO na solucao de problemas bidimensionais [5,6,10], objetivando abordar uma
variedade de problemas testes, no sentido de obter uma andlise ampla do desempenho da for-
mulagao proposta e validar os resultados numéricos obtidos a partir de formulacoes tedricas
diferenciadas.

Na proxima secao, a equacgao de transporte de néutrons bidimensional em ordenadas discretas
é aplicada a um problema de fonte fixa em meios nao-multiplicativos. A equacao é integrada na
varidvel y de modo a fornecer um sistema de EDO’s, onde os termos desconhecidos que aparecem
nos contornos sao aproximados, de maneira que o problema unidimensional na varidavel z fique
independente da variavel y. Na se¢dao 3 o Método ADO ¢ aplicado ao problema unidimensional
na varidvel x onde, foi possivel reduzir a metade, a ordem do problema de autovalores. As
solugdes do problema homogéneo sao entao definidas. Na secao 3.1, a solucao particular via
fungoes de Green é proposta. As consideragoes finais deste trabalho estao na segao 4.

2 Formulacao do Problema

Considera-se o problema de transporte definido numa regiao retangular R, com z € [0,a] e
y € [0,b] centrado na origem de um sistema cartesiano. Na regido definida em [0, as] x [0, bs
dentro de R, existe uma fonte isotrépica de néutrons, de acordo com Loyalka e Tsai [9].

Figura 1: Dominio R.

Considerando a equagao para o fluxo angular de néutrons, em meio nao-multiplicativo, ho-
mogéneo, com fonte isotrépica fixa, escrita em ordenadas discretas

M
0 0 o
m v 5 aﬂm m v 5 >Qm v ) aﬂm = s . v ) 79 1
pom U (@, Y, i) + 11 oy (2, Y, Q) + 0¥ (2, y, Q) Q(wy)+4k§:1wk (2,9, %) (1)

param = 1,...,M com M = N(N + 2)/2, onde w,, sdo os pesos asociados as dire¢des €2, =
(s Mm ), Or € 05 sa0 as se¢oes de choque total e de espalhamento, respectivamente, e Q(z,y) é
o termo fonte de néutrons.

Objetivando analisar a equacao para a direcdo x, optou-se por ordenar o conjunto de
diregoes (wp,, Q) definidas por p,, > 0 aos indices m = 1,...,M/2 e p,, < 0 aos indices
m=M/2+41,..., M. Desta forma, integrando a eq. (1) em todo y, obtemos as equagdes nodais
unidimensionais na variavel x como

d m
7=y (2, ) + %[\Il(ac, b, Q) — U(w,0, Q)] + 010y (2, Qpy) =

M/2
Qu@) + 5 D Wkl Wy (0, ) + Wy (2, Qparjo)] - (2)
k=1
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e
d Nm+M/2
— ,u,m%‘l’y(ﬂ?, Qm+M/2) + [\ll(x, b7 Qm+M/2) - \I](‘T’ O’ Qm+M/2)]+
M/2
Us
ot Uy (2, Qi 01/2) = Zwk (z, Q) + Wy (@, Qeynry2)] (3)
param =1,...,M/2, onde os momentos do fluxo angular sdo definidos como
1 b
e a fonte
1 /b
= b/ Q(z,y)dy. (5)
0

Analisando as condigoes de contorno do problema, verifica-se que os fluxos nas diregoes de
incidéncia sao nulos em y = b e y = 0, ou seja:

U(z,b, Q) =0 m=DM/A+1,...,M/2 e m=3M/A+1,....M (6)

U(2,0,Q,) =0 m=1,...,M/4 e m=DM/2+1,...,3M/A4. (7)

Por sua vez, os fluxos emergentes nas fronteiras sao desconhecidos. Estes fluxos serao, entao,
aproximados da forma

(2,0, Q) ~ koWy(2, Q)  m=1,...,M/4 e m=M/2+1,...,3M/4, (8)

(2,0, Q) ~ k10, (2, Q)  m=M/A4+1,...,M/2 ¢ m=3M/A+1,....M  (9)

afim de obter condigoes auxiliares para resolver o sistema de equagoes. Neste ponto, considera-se
as constantes kj e ko arbitrarias.

Substituindo-se as egs. (6) e (7) e as aproximagoes definidas nas egs. (8) e (9) nas egs. (2) e
(3), obtém-se o seguinte conjunto de equagoes unidimensionais na dire¢ao x

d
Nm%\l]y(xa Qm) + [Ut + k2ﬂm]‘1’y($a Qm) =

)+ = Zwk (x, Q) + Vy(x, Qk+M/2)] (10)

d
Mm+M/4%‘I’y(9C7 Qm+M/4) + [or — klnm+M/4]‘I’y($: Qm+M/4) =
M/2
)+ - Zwk (2, Q) + Uy(z, oy aryo)], (11)

d
- Mm%‘lly(as, Qi vy2) + (00 + kot ny2]Vy (2, Qgnrg2) =
My
)4+ =2 Zwk (2, ) + Wy(z, Ry nrg2)], (12)
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d
- Mm+M/4%\I/y($v Qani/a) + (08 — k1nmgsn/al Wy (7, Qo 3nrya) =

Q@) + 5 3wl Wy (e, ) + Uy, Qparpa)l, (13)
k=1

para m = 1,...,M/4 (§ kl :/k\:l/be kQ :/];2/1).

Verifica-se que, utilizando esta abordagem, os termos derivados dos fluxos desconhecidos na
fronteira nao sao introduzidos como modificagoes no termo fonte do problema original, perma-
necendo o problema derivado da direcdo x desacoplado da direcao y.

3 Solucao em ordenadas discretas

A partir da equacdo de transporte bidimensional, conseguiu-se gerar um sistema de equagoes
unidimensionais (10)-(13), possibilitando o uso do método ADO para sua resolugdo. As solucoes
homogéneas obtidas através deste método, sao construidas em termos de autovalores e de auto-
fungGes. Sao propostas, entao, solugoes da forma

Uy (2, Q) = B(v, QR )e /7. (14)

De acordo com o trabalho anterior [10], é obtido via o método ADO, o seguinte problema de
autovalores escrito na forma matricial [D — AJU = AU, onde D e A sdo matrizes M /2 x M /2
e com A\ = 1/v2. Aqui, a matriz D é definida como

k 2 or+k 2
Dzdiag{(ot_i_ 2771> ,...,( ¢ 277M/4> 7
M1 M4

(Ut —/6’1771\4/4+1>2 <Ut _k177M/2>2 (15)
K441 Y K2
e os elementos de A sao representados, para j =1,..., M /2, como

. kon;
wioslovtkaml i My,

AT =4 g (16)
LTI para i= MJA+1,..., M/2,
245
parai =1,..., M /2. Resolvido o problema de autovalores {\;, U;} e determinadas as constantes
de separacao v;, definem-se as fungdes V de acordo com a referencia [10], e determina-se as
autofungoes que podem ser escritas, para m = 1,..., M /2, na forma
U(v, Q2 V(v,Q
01y, 9) = ) F V) a7)
’ U, ) =V, Q)
v, - v,
D(vj, Yy rry2) = m 5 n. (18)

Como as constantes de separacao aparecem aos pares +v;, podemos escrever a solucao do
problema homogéneo da eq. (2) e (3), para m = 1,..., M/2 na forma geral

M2
VP (2, Q) = > Aj0(vy, Qun)e ™Y + Bj®(vj, Qg arya)e @/ (19)
j=1
(]
M/2
U, Qpyni2) = Z A0 (g, Qi nr2)e Y + Bij® (v, Qe @0/ (20)
j=1

onde os coeficientes A; e B; devem ser determinados.
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3.1 Solucgao Particular

Para escrever a solugao geral da eqgs. (2) e (3) seguiu-se o trabalho anterior [5], que faz uso
das fungdes de Green e as solugoes elementares do problema para construir a solugao particular.
Desta forma, a solugao é proposta como

M/2
Uh(w, Q) = Y Cj(@)(vj, Q) + Dj(2) (v, Ry 11/2) (21)
j=1
€
M/2
\Iﬂqj(l'a Qm—i—M/Q) = Z Cj(x)q)(yja Qm—l—M/Q) + Dj(x)q)(ij Qm)a (22)
=1

onde para o caso teste deste trabalho, diferentemente de [5], deriva-se explicitamente as seguintes
expressoes para C;(z) e Dj(z),

M2
Cy(x) = N(l) )D vt (807, 90) + 805, Qa1 — ¢ )] (23)
¢ M/2
Dj(x) = N(l,/j) > on (190, Darye) + B3, Q1 — @] (o4)
para x € [0, as], ainda,
M/2
Cy(a) = N(l) > e (1905, 900) + B3, Quagp)l(e™ 0 — )] (25)
€
Dj(zx) =0, (26)
para as < x < a, onde
M/2
N(vj) =Y wpk [®° (v, Q) — B (15, pynryo)] - (27)
k=1

Objetivando validar os resultados numéricos obtidos em [10], considerou-se aqui, Q(x, Q,) =
1, para x € [0, ag]. Definidas as solu¢oes homogénea e particular para as egs. (10)-(13) pode-se,
agora, determinar as constantes A; e B;. Considerando a versao integrada das condigoes de
contorno do problema

U, 0,Q,) =0, m=1,...,M/2 (28)
e
U, (a, Q) =0, m=M/2+1,...,M, (29)
e substituindo-as nas egs. (19)-(22), obtém-se o seguinte sistema linear para m = 1,..., M /2
M/2
> Ar® (v, Q) + Be® (v, Qi agjo)e” ¥ = —TP(0, Q) (30)
k=1
e
M/2
> AR (v, Qugarg2)e Y + Be® (v, @) = =T (a, Qg nry2)- (31)
k=1

A resolucao deste sistema linear M x M torna a solucao completamente estabelecida e pode-
se, entao, escrever a solucao geral para o problema, como a soma da solugao homogénea com a
solucao particular.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, buscando-se validar as solugoes explicitas que vem sendo desenvolvidas para
problemas bidimensionais de transporte através do método ADO conjuntamente com esquemas
nodais, o caso teste tratado na referéncia [10] foi novamente abordado a partir de solugoes
diferenciadas no que diz respeito a solugao particular do problema. Os resultados numéricos
foram verificados em todos os digitos, nao sendo por isso aqui repetidos. A solugdo particular
baseada no uso de fungoes de Green se torna mais abrangente, podendo incluir termos de fonte
nao constantes, e aqui, adicionalmente ao caso abordado na referéncia [5] foi mais uma vez
verificada com sucesso.
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