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Resumo. Investigamos a unicidade de soluções suaves para equações de Navier-Stokes

tempo-fracionária na classe C
(
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RN
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por meio das estimativas Lp − Lq de

Giga-Shor e da desigualdade de Gronwall.
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máxima, desigualdade de Gronwall.

1 Introdução

Investigar as equações de Navier-Stokes ao longo dos anos sempre foi alvo de mo-
tivação para inúmeros pesquisadores do campo de Equações Diferenciais Parciais, área
da Matemática, devido sua importância e de grande relevância. As equações de Navier-
Stokes formam um sistema de equações diferenciais não lineares que apresenta problemas
complexos [5]. Investigar existência, unicidade, regularidade de soluções de equações de
Navier-Stokes, necessita de ferramentas matemáticas refinadas, que por sua vez exige
grande esforço e dedicação [1, 2, 5]. Um exemplo clássico deste fato é que a existência de
solução suave global para as equações no caso tridimensional, para fuidos incompresśıveis,
é um problema em aberto. Por outro lado, as equações de Navier-Stokes são fundamentais
em modelar comportamento de fluidos, sejam eles envolvendo correntes maŕıtimas, fluxo
sangúıneo, massas de ar, dentre outras. Então, nota-se que a importância dessas equações
se estende por diversas áreas.

Por outro lado, o cálculo fracionário é de fato uma área da matemática que tem se
solidificado ao longo de décadas, devido sua importância e relevância, por sua base teórica
bem fundamentada e constrúıda, bem como, as inúmeras aplicações por meio de derivadas e
integrais fracionárias [6,7]. Nesse sentido, pesquisadores passaram a investigar existência,
unicidade e regularidade de soluções suaves de equações de Navier-Stokes fracionárias,
uma vez que os resultados obtidos são de grande destaque [3, 4]. O projeto de unificar
cálculo fracionário e equações de Navier-Stokes, de fato é algo que está em crescimento,
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e novos e recentes trabalhos com resultados promissores certamente serão apresentados.
Assim, neste trabalho temos como objetivo investigar a unicidade de soluções suaves para
equações de Navier-Stokes tempo-fracionária N -dimensional conforme o problema Eq.(2)
a seguir [8].

Então, considere a seguinte equação de Navier-Stokes tempo-fracionária N -dimensional
no espaço RN (N ≥ 3) dada por

CDαt u = ∆u− (u · ∇)u−∇p
∇ · u = 0

(x, t) ∈ RN × (0, T )
(1)

onde CDαt u (·) é a derivada fracionária de Caputo de ordem α ∈ (0, 1), u = u (x, t) :
RN ×R+ → RN , p (x, t) : RN ×R+ → R é a pressão (desconhecida) cujo papel é manter a
divergência igual a 0, ∇ é o operador diferencial (∂x1 , ..., ∂xN ), ∇ · u é o divergente de u,
∆ é o operador de Laplace, enquanto (u · ∇) é o operador de derivação u1∂x1 + u2∂x2 +
· · · + uN∂xN . Também temos: (u · ∇)u =

∑
j
∂j
(
uju
)
; p = (−∆)−1

∑
j,k

∂j∂k
(
ujuk

)
; P =

Id−∇∆−1∇ = Id+R⊗ R onde R =
1√
−∆
∇ é a transformada de Riesz e R = (R1, ..., RN ) ,

R̂jf = i
ξj
|ξ|
f̂ .

Aplicando o projetor P em ambos os lados da Eq.(1) e usando a condição de divergência,
temos Pu = u, P CDαt u = CDαt u e P∇p = 0 e substituindo o termo (u · ∇)u por ∇ ·
(u⊗ u) = (∇ · u)u+ (u · ∇)u (derivações são levadas no sentido de distribuições).

Assim, temos o problema de Cauchy da equação de Navier-Stokes tempo-fracionária
incompreenśıvel em RN , dada por

CDαt u−∆u+ P∇ · (u⊗ u)u = 0, para t ∈ [0, T ), x ∈ RN
∇ · u = 0, para t > 0, x ∈ RN
u (0) = u0 (x) .

(2)

Ao longo deste trabalho a velocidade u0 satisfaz ∇ · u0 = 0 · T com 0 < T ≤ ∞ , o
chamado intervalo de tempo, e t ∈ [0, T ) a variável temporal.

2 Preliminares

O espaço de Schwartz ou das funções decrescentes rapidamente sobre RN , é dado
por [5],

S :=

{
u ∈ C∞

(
RN
)

: sup
x∈RN

∣∣∣xξ∂δu (x)
∣∣∣ <∞, ∀ξ, δ ∈ NN

}
,

para quaisquer multi-ind́ıces ξ e δ.
Seja s ∈ (0, 1). O Laplaciano fracionário de ordem s de uma função u ∈ S, no qual

denotamos por (−∆)s u, é definido por [3]

(−∆)s u (x) := C (N, s) V.P

∫
RN

u (x)− u (y)

|x− y|N+2s
dy (3)
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onde C (N, s) :=
22ssΓ

(
s+ N

2

)
πN/2Γ (1− s)

é uma constante de normalização

Fixado T > 0, usaremos a notação [5]

‖g‖p,q,T =

(∫ T

0
‖g‖q

Lp(RN )N
dt

)1/q

, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ (4)

o que significa a norma do espaço Lq
(

(0, T ) ;Lp
(
RN
)N)

com a modificação óbvia se
q =∞.

Agora, considere a seguinte desigualdade [8]

(a+ b)β ≤ 2β−1
(
aβ + bβ

)
(5)

sempre a, b ≥ 0 e β ≥ 1.

Teorema 2.1. [1, 2, 5] (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Admita que 1 ≤
p ≤ N . Então, existe uma constante C, dependente somente de p e N tal que

‖u‖
L

pN
N−p (R

N ) ≤ ‖∇u‖Lp(RN ) (6)

para todo u ∈ C1
0

(
RN
)
.

Teorema 2.2. [6] (Desigualdade de Gronwall) Sejam u e v duas funções integráveis e g
cont́ınua, com domı́nio [0, T ]. Seja ψ ∈ C1 [0, T ] uma função crescente tal que ψ′ (t) 6= 0,
t ∈ [0, T ]. Admita que: u e v são não negativas e g é não negativa e não decrescente. Se

u (t) ≤ v (t) + g (t)

∫ T

0

∞∑
k=1

[g (t) Γ (α)]k

Γ (αk)
ψ′ (τ) (ψ (t)− ψ (τ))αk−1 v (τ) dτ

t ∈ [0, T ), e v uma função não decrescente sobre [0, T ], então

u (t) ≤ v (t)Eα (g (t) Γ (α) [ψ (T )− ψ (0)]α) , ∀t ∈ [0, T ] (7)

onde Eα (·) é a função de Mittag-Leffler de um parâmetro.

Seja q : RN × [0, T ) → RN . A integral fracionária de Riemann-Liouville de ordem
α ∈ (0, 1] da função q é definida como [7]

Iαt q (x, t) =
1

Γ (α)

∫ T

0
(t− τ)α−1 q (x, τ) dτ, t > 0,

enquanto, a derivada fracionária de Caputo de ordem α da função q é definida por [7]

CDαt q (x, t) := ∂αt q (x, t) =
1

Γ (α)

∫ t

0
(t− τ)α−1

∂

∂τ
q (x, τ) dτ, t > 0.

Seja Mα a função de Mainardi, dada por

Mα (θ) =

∞∑
k=0

θn

n!Γ (1− α (1 + n))
,

caso particular da função de Wright [3]. Vale o resultado:
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Proposição 2.1. [3] Para α ∈ (0, 1), −1 < r < ∞, e Mα restrita à linha real positiva,
Mα (t) ≥ 0 para todo t ≥ 0 temos∫ ∞

0
trMα (t) dt =

Γ (r + 1)

Γ (αr + 1)
.

Por outro lado, temos as funções de Mittag-Leffler de um e dois parâmetros dadas por

Eα (t) =
∞∑
k=0

tk

Γ (αk + 1)
e Eα,β (t) =

∞∑
k=0

tk

Γ (αk + β)
, respectivamente.

A solução suave da Eq.(2), é dada pela seguinte equação integral [4]

u (t) = Eα (tα∆)u0 −
∫ t

0
(t− τ)α−1 Eα,α ((t− τ)α ∆)P∇. (u⊗ u) (τ) dτ (8)

onde

Eα (tα∆) v (x) =

(
(4πtα)−

N
2

∫ ∞
0

θ−
N
2 Mα (θ) exp

(
− |·|2

4θt2

)
dθ ∗ v

)
(x)

e

Eα,α (tα∆) v (x) =

(
(4πtα)−

N
2

∫ ∞
0

αθ1−
N
2 Mα (θ) exp

(
− |·|2

4θt2

)
dθ ∗ v

)
(x) .

A solução suave u ∈ C
(

[0, T ), LN
(
RN
)N)

está associada, à condição inicial u0 ∈

LN
(
RN
)N

com ∇ · u0 = 0.
Antes de investigar o principal resultado do trabalho, precisamos dos seguintes resul-

tados.

Lema 2.1. [8] Seja 1 < p, q <∞, 0 < T <∞. Se g ∈ Lq
(

(0, T ) ;Lp
(
RN
)N)

, a função

u (t) = Eα (tα∆)u0 +

∫ t

0
(t− τ)α−1 Eα,α ((t− τ)α ∆)Pg (τ) dτ (9)

pertence a Lq
(

(0, T ) ;Lp
(
RN
)N)

e resolve o seguinte problema de Cauchy{
CDαt u−∆u = Pg para quase todo t ∈ (0, T )

u (0) = 0
(10)

Além disso, a solução u satisfaz a seguinte estimativa

‖∆u‖p,q,T ≤ C ‖g‖p,q,T (11)

com C = C (p,N, q) > 0 independente de g e T .

Lema 2.2. [8] Seja g ∈ Lq
(

(0, T ) ;Lp
(
RN
)N2
)

onde 1 < p, q <∞, 0 < T <∞. Então,

existe uma única solução v = (−∆)−1/2 u pertencente a Lq
(

(0, T ) ;Lp
(
RN
)N)

que resolve

o seguinte problema de Cauchy{
CDαt v −∆v = P (−∆)−1/2∇ · g, quase todo t ∈ (0, T )

v (0) = 0,
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satisfazendo as seguintes estimativas

‖∇u‖p,q,T ≤ C ‖g‖p,q,T

e

‖u‖ pN
N−p ,q,T

≤ C ‖g‖p,q,T , 1 < p < N (12)

com C = C (p,N, q) > 0 independente de g e T.

3 Unicidade de Soluções Suaves

Nesta seção, vamos investigar a unicidade de soluções suaves para equações de Navier-
Stokes tempo-fracionárias, por meio de estimativas, conforme os Lema 2.1 e Lema 2.2, e
também por meio da desigualdade de Gronwall (Teorema 2.2).

Teorema 3.1. [8] Seja 0 < T ≤ ∞ e u, v ∈ C
(

[0, T );LN
(
RN
)N)

duas soluções da

equação de Navier-Stokes tempo-fracionária sobre (0, T ) × RN com a mesma condição
inicial u0. Então, u = v ∈ [0, T ).

Demonstração. Primeiramente, precisamos que para u, v ∈ C
(

[0, T );LN
(
RN
)N)

e um

ε > 0 arbitrário positivo, existam as seguintes decomposições u = u1 + u2 e v = v1 + v2
tal que para todo T > 0,

‖u1‖C([0,T );LN (RN )N) ≤ ε ; sup
(x,t)∈RN×(0,T )

|u2 (x, t)| < K (ε) (13)

e

‖v1‖C([0,T );LN (RN )N) ≤ ε ; sup
(x,t)∈RN×(0,T )

|v2 (x, t)| < K (ε) . (14)

Podemos simplesmente escolher

u2 (x, t) =

{
u (x, t) , para |u (x, t)| < K

0, para |u (x, t)| ≥ K e v2 (x, t) =

{
v (x, t) , para |v (x, t)| < K

0, para |v (x, t)| ≥ K .

Agora, admita que u e v são soluções em C
(

[0, T );LN
(
RN
)N)

com as mesmas

condições iniciais, digamos que sejam u (0) = v (0) = µ, a diferença w = u − v é uma
solução da equação integral

w (t) = −
∫ T

0
(t− τ)α−1 Eα,α ((t− τ)α ∆)P∇ · (w ⊗ u+ v ⊗ w) (τ) dτ.

Agora, considere as seguintes funções

w1 (t) = −
∫ T

0
(t− τ)α−1 Eα,α ((t− τ)α ∆)P∇ · (w ⊗ u1 + v1 ⊗ w) (τ) ds
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e

w2 (t) = −
∫ T

0
(t− τ)α−1 Eα,α ((t− τ)α ∆)P∇ · (w ⊗ u2 + v2 ⊗ w) (τ) ds.

Usando o fato que o operador de convolução Eα,α ((t− τ)α ∆)P∇, tem um núcleo

integrável cuja norma é O
(

(t− τ)−α/2
)

em L1, usando as estimativas Eq.(13) e Eq.(14)

e a desigualdade de Hölder repetidamente no tempo, temos

‖w2 (t)‖LN ≤ C

∫ T

0
(t− τ)

α
2
−1 ‖w (τ)‖Lp (‖u2 (τ)‖L∞ + ‖v2 (τ)‖L∞) dτ

≤ 2CK (ε)

(∫ T

0
(t− τ)

2
3
(α−2) dτ

)3/4(∫ T

0
‖w (τ)‖4Lp dτ

)1/4

≤ 2CK (ε) t
2α−1

4

(∫ T

0
‖w (τ)‖4Lp dτ

)1/4

(15)

onde C denota a constante independente de w, t.
Agora, elevando a quarta potência ambos os lados da desigualdade (15) e tomando a

integral com respeito a τ ∈ (0, T ), temos∫ T

0
‖w2 (τ)‖4LN dτ ≤ 2C4 (K (ε))4 T 2α−1

∫ T

0

(∫ T

0
‖w (τ)‖4Lp dτ

)
dτ. (16)

Por outro lado, pela estimativa Eq.(12) do Lemma 2.2, das estimativas Eq.(13) e
Eq.(14), da desigualdade de Hölder e da desigualdade Eq.(5), temos∫ T

0
‖w1 (τ)‖4LN dτ ≤ C

∫ T

0
‖(w ⊗ (u1 + v1)) (τ)‖4

L
N
2
dτ

≤ C
(
‖u1 (τ)‖

C([0,T );LN (RN )N) + ‖v1 (τ)‖
C([0,T );LN (RN )N)

)∫ T

0
‖w (τ)‖4LN dτ

≤ 2εC

∫ T

0
‖w (τ)‖4LN dτ.

Então, se escolhermos ε pequeno, então pela desigualdade Eq.(16), temos∫ T

0
‖w1 (τ)‖4LN dτ ≤ C̃ (K (ε))4

∫ T

0

(∫ τ

0
‖w (τ)‖4LN ds

)
dτ

0 ≤ τ ≤ T.
Pela desigualdade de Gronwall (Teorema 2.2), temos∫ T

0
‖w1 (τ)‖4LN dτ ≤ 0.Eα

(
C̃ (K (ε))4 T 2α−1

∫ τ

0
‖w (τ)‖4LN ds

)
= 0,

isso implica que

∫ T

0
‖w1 (τ)‖4LN dτ = 0⇐⇒ w (τ) = 0. Portanto, u = v.
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4 Conclusões

Investigamos a unicidade de soluções suaves para equações de Navier-Stokes tempo-

fracionária em LN
(
RN
)N

, por meio de estimativas e da desigualdade de Gronwall. Uma
consequência direta dos resultados aqui obtidos, reside no fato que quando α = 1, recupe-
ramos o resultado válido para a clássica equação de Navier-Stokes.
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