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Resumo. Investigamos a unicidade de solugoes suaves para equagoes de Navier-Stokes
tempo-fraciondria na classe C ([O,oo);LN (RN )N) por meio das estimativas LP — L7 de
Giga-Shor e da desigualdade de Gronwall.
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1 Introducao

Investigar as equagbes de Navier-Stokes ao longo dos anos sempre foi alvo de mo-
tivagdo para inumeros pesquisadores do campo de Equagoes Diferenciais Parciais, drea
da Matematica, devido sua importancia e de grande relevancia. As equagoes de Navier-
Stokes formam um sistema de equagoes diferenciais nao lineares que apresenta problemas
complexos [5]. Investigar existéncia, unicidade, regularidade de solugoes de equagoes de
Navier-Stokes, necessita de ferramentas matematicas refinadas, que por sua vez exige
grande esforgo e dedicagao [1,2,5]. Um exemplo cldssico deste fato é que a existéncia de
solucao suave global para as equacoes no caso tridimensional, para fuidos incompressiveis,
é um problema em aberto. Por outro lado, as equacoes de Navier-Stokes sao fundamentais
em modelar comportamento de fluidos, sejam eles envolvendo correntes maritimas, fluxo
sanguineo, massas de ar, dentre outras. Entao, nota-se que a importancia dessas equacgoes
se estende por diversas dreas.

Por outro lado, o calculo fracionério é de fato uma area da matematica que tem se
solidificado ao longo de décadas, devido sua importancia e relevancia, por sua base tedrica
bem fundamentada e construida, bem como, as intimeras aplicagoes por meio de derivadas e
integrais fraciondrias [6,7]. Nesse sentido, pesquisadores passaram a investigar existéncia,
unicidade e regularidade de solugdes suaves de equagoes de Navier-Stokes fraciondrias,
uma vez que os resultados obtidos sao de grande destaque [3,4]. O projeto de unificar
calculo fraciondrio e equagoes de Navier-Stokes, de fato é algo que estd em crescimento,
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e novos e recentes trabalhos com resultados promissores certamente serao apresentados.
Assim, neste trabalho temos como objetivo investigar a unicidade de solucGes suaves para
equagoes de Navier-Stokes tempo-fraciondria N-dimensional conforme o problema Eq.(2)
a seguir [8].

Entéao, considere a seguinte equacao de Navier-Stokes tempo-fracionaria /N-dimensional
no espaco RY (N > 3) dada por

Doy = Au—(u-V)u—Vp
V-u = 0 (1)
(z,t) € RN x (0,7)

onde “Du (-) é a derivada fraciondria de Caputo de ordem a € (0,1), u = u(x,t) :

RNV xRT = RN, p(z,t) : RY x RT — R é a pressao (desconhecida) cujo papel é manter a

divergéncia igual a 0, V é o operador diferencial (0y,, ..., 0zy), V - u é o divergente de u,

A é o operador de Laplace, enquanto (u- V) é o operador de derivagao w10y, + u20z, +

-+ -+ unOyzy. Também temos: (u-V)u = Y 0; (Wu); p = (=A)t >°0;0k (Wur); P =
J J:k

I,— VA~V = I;+R® Ronde R = V é a transformada de Riesz e R = (Ry, ..., Ry),

1
N

Aplicando o projetor P em ambos os lados da Eq.(1) e usando a condigao de divergéncia,
temos Pu = u, P “Dfu = “Dfu e PVp = 0 e substituindo o termo (u-V)u por V -
(u®u)=(V-u)u+ (u-V)u (derivagoes sao levadas no sentido de distribuicoes).

Assim, temos o problema de Cauchy da equacao de Navier-Stokes tempo-fracionaria
incompreensivel em R, dada por

Dfu — Au+PV-(u@u)u = 0, parate[0,T), z € RN
V-u = 0, parat >0, z € RV (2)
u (0) = wup(z).
Ao longo deste trabalho a velocidade wug satisfaz V-ug =0-T com 0 < T < o0, 0
chamado intervalo de tempo, e t € [0,7T) a varidvel temporal.

2 Preliminares
O espaco de Schwartz ou das funces decrescentes rapidamente sobre RY, é dado
por [5],
S:=<queC® (RN) : sup )x§€95u($)‘ < 00,VE,6 e NV L |
zeRN

para quaisquer multi-indices £ e 6.
Seja s € (0,1). O Laplaciano fraciondrio de ordem s de uma funcdo u € S, no qual
denotamos por (—A)® u, é definido por [3]

(=A)u(x) ;= C(N,s) V.P/ Mdy (3)

Y |z —y[M
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3
2%sT (s + &) | .
onde C (N, s) := ——5=—=+ é uma constante de normalizacao
aN2T (1 — s)
Fixado T' > 0, usaremos a notagao [5]
T 1/q
_ q
ol = ([ 1ol g ) 1500, 10500 )

0 que significa a norma do espago L9 <(0,T) i LP (RN )N) com a modificacdo ébvia se
q = oo.
Agora, considere a seguinte desigualdade [8]

(a+b)° <201 (aﬁ + bﬁ) (5)
sempre a,b>0e g > 1.
Teorema 2.1. [1,2,5] (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Admita que 1 <

p < N. Entao, existe uma constante C, dependente somente de p e N tal que

ol g oy < IVl oy (6)

-p
para todo u € C} (RN).

Teorema 2.2. [6] (Desigualdade de Gronwall) Sejam u e v duas fungoes integraveis e g
continua, com dominio [0,T]. Seja ¢ € C1[0,T] uma funcdo crescente tal que ' (t) # 0,
t €[0,T]. Admita que: u e v sGo nao negativas e g € nao negativa e nao decrescente. Se

u(t) <w(t)+g(t) ' EOO @) Tl (a)]kﬂ/ (7) (@ (8) = (1) o (r)dr
k=1

t€0,T), ev uma fun¢ao nao decrescente sobre [0,T], entdo

u(t) <v(t)Ea(g()T () [ (T) — 4 (0)]%),vt € [0, T] (7)
onde Eq, (+) € a funcdo de Mittag-Leffler de um parametro.

Seja ¢ : RN x [0,7) — RN. A integral fracionria de Riemann-Liouville de ordem
a € (0,1] da fungao ¢ é definida como [7]
I7q(z,t) =

1 r a—1
F(oz)/o (t—r7) q(z,7)dr, t >0,

enquanto, a derivada fraciondria de Caputo de ordem « da fungao g é definida por [7]
“Deq (z,t) == 9%q (z,1) —1/t(t—7')°‘_18 (z,7)dr, t >0
t 4 ) =0q ) _F(Oé) 0 87'q 9 ) .
Seja M, a funcdo de Mainardi, dada por

oo 971
M, (0) = kzonyr (1—a(l+n))’

caso particular da fungao de Wright [3]. Vale o resultado:
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Proposicao 2.1. [3] Para a € (0,1), —1 < r < 00, e M, restrita a linha real positiva,
M, (t) > 0 para todo t > 0 temos

o r 1
/ oM () dt = LU
0 ['(ar+1)
Por outro lado, temos as fungoes de Mittag-Leffler de um e dois parametros dadas por
) k 00 k
Eo(t)=>) ———eEup5(t)= > ——, ti te.
(t) kgof‘(ak‘ Y e Eq5(t) kgoI‘(ak‘ el respectivamente
A solugao suave da Eq.(2), é dada pela seguinte equagao integral [4]
t
u(t) =Eq (tA)ug — / (t— T)O‘fl Eoo ((t—7)*A)PV. (u®u) (1) dr (8)
0
onde )
Eq (t“A) v (z) = ((47#0)]5/ 02 M, (0) exp (;Atl ) db = v) (z)
0
e

e _ el —% > 1-& _ ||2
Eqo (t*A) v (x) (4mt™) /0 af "2 M, (0) exp 0 do v | (z).

A solugdo suave u € C ([O,T ), LN (RN )N) estd associada, a condicao inicial ug €

N (RN)N com V -ugy = 0.
Antes de investigar o principal resultado do trabalho, precisamos dos seguintes resul-
tados.

Lema 2.1. [8] Sejal < p,g<o0,0<T < o0. Sege LY <(0,T)  LP (RN)N> , a funcao

u(t) =Eq (t*A) up + /0 (t—r)*t Eoo ((t—7)*A)Pg (1) dr 9)

pertence a L9 ((O,T) s LP (]RN)N) e resolve o sequinte problema de Cauchy

D¢y — Au = Pg para quase todo t € (0,T) (10)
u (0) =0
Além disso, a solucdo u satisfaz a sequinte estimativa
||Au||p7q,T S C ||g||p,q,T (11)

com C = C (p,N,q) > 0 independente de g e T'.
2
Lema 2.2. [8] Seja g € LY ((O,T);Lp (RN)N ) onde 1 <p,qg< oo, 0<T < oo. Entao,

existe uma unica solu¢ao v = (—A)fl/2 u pertencente a L1 ((0, T);LP (]RN)N> que resolve

o sequinte problema de Cauchy

Dy — Aw P(—A)"Y2V . g, quase todo t € (0,T)
v (0) = 0,
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)
satisfazendo as sequintes estimativas
IVull, g < Cllgllyqr
e
lull gy < Clgllpgr 1<p <N (12)

com C = C (p,N,q) > 0 independente de g e T.

3 Unicidade de Solugoes Suaves

Nesta secao, vamos investigar a unicidade de solucoes suaves para equacoes de Navier-
Stokes tempo-fraciondrias, por meio de estimativas, conforme os Lema 2.1 e Lema 2.2, e
também por meio da desigualdade de Gronwall (Teorema 2.2).

Teorema 3.1. [8] Seja 0 < T < 00 e u,v € C ([O,T);LN (RN)N> duas solugoes da
equagio de Navier-Stokes tempo-fraciondria sobre (0,T) x RN com a mesma condicdo

inicial ug. Entdao, u=v € [0,T).

Demonstragao. Primeiramente, precisamos que para u,v € C ([O,T);LN (RN)N) e um

€ > 0 arbitrario positivo, existam as seguintes decomposicoes u = u1 + ug € v = v1 + v9
tal que para todo T" > 0,

<e ; sup lug (z,t)] < K (&) (13)

[Jua ; N
C([0,1);LN (RN)™) (z,t)ERN x(0,T)

[lo1 ] . Ny <€ ; sup lva (z,t)| < K (g) . (14)
C(:LN ®N)T) (2,t)€RN % (0,T)

Podemos simplesmente escolher

[ u(z,t), para |u(z,t)| <K [ v(x,t), para |v(z,t)| <K
“2@3’”{ 0. para |u(wt) >k ©2@H= 0, vpara |v(z,t)>K

Agora, admita que u e v sdo solugoes em C <[O,T);LN (]RN )N> com as mesmas
condigoes iniciais, digamos que sejam u (0) = v (0) = pu, a diferenca w = u — v é uma
solucao da equacao integral

T
w(t) = —/ (t— 1) B (= ) A)PY - (w @ u + v @ w) (r) dr.
0

Agora, considere as seguintes fungoes

T
wy (t) = _/0 (t — T)a_l Eopo (t—7)*A)PV - (w @ us +v1 @ w) (1) ds
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T
ws (1) = —/O (t—7)*  En (t— )" A)PY - (0 & us + 2 @ w) () ds.

Usando o fato que o operador de convolucao E, o ((t —7)* A)PV, tem um nticleo
integravel cuja norma é O ((t - 7)70‘/2) em L1, usando as estimativas Eq.(13) e Eq.(14)

e a desigualdade de Holder repetidamente no tempo, temos

T @
lwa ()] pv - < C/O (t =)= lw (Dl o (luz ()]l oo + lloz (7)l] o) dr

20 @) ([ e =riear) : (f hwotar) :

1/4

< 20K ()T ( / @l dT) (15)

IN

onde C denota a constante independente de w, t.
Agora, elevando a quarta poténcia ambos os lados da desigualdade (15) e tomando a
integral com respeito a 7 € (0,7), temos

/OT Jwg (7)||3x dT < 2C* (K (€))* 7?7} /OT </OT l[w (7) |7 dT) dr. (16)

Por outro lado, pela estimativa Eq.(12) do Lemma 2.2, das estimativas Eq.(13) e
Eq.(14), da desigualdade de Holder e da desigualdade Eq.(5), temos

T T
/ lwr (D)4 x dr < c/ l(w ® (1 +00) (1) dr
0 0
T 4
< O (I Olleomyms @) + lor Ollegoryeves™ ) /0 o (7)1 x dr
T
< 250/ o (P[4 x dr.
0

Entao, se escolhermos e pequeno, entao pela desigualdade Eq.(16), temos

/OT s (1) [4n dr < & (K (2)) /0 ' ( /0 "l (Pl ds) i

0<r<T.
Pela desigualdade de Gronwall (Teorema 2.2), temos

T . T
| o Ol ar <0, (c (@) T [ ()l ds) —0,

T
isso implica que / |wy (7)|| 1~ d7 = 0 <= w (1) = 0. Portanto, u = v. O
0
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4 Conclusoes

Investigamos a unicidade de solucbes suaves para equagoes de Navier-Stokes tempo-

fraciondria em LN (]RN )N, por meio de estimativas e da desigualdade de Gronwall. Uma
consequéncia direta dos resultados aqui obtidos, reside no fato que quando a = 1, recupe-
ramos o resultado valido para a cldssica equacao de Navier-Stokes.
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