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Resumo. O campo das equações diferenciais ao longo de décadas, desafia os matemáticos
com problemas além de serem intrigantes e desafiadores, contribuem para o crescimento da
matemática. Um dos desafios que passa a ganhar destaque, é investigar propriedades de
soluções de equações diferenciais fracionárias. Nesse sentido, no presente trabalho, investi-
gamos a existência e unicidade de uma nova classe de soluções suaves e fortes das equações
integro-diferenciais fracionárias no sentido da derivada fracionária de Hilfer no espaço de
Banach, por meio do C0-semigrupo cont́ınuo, do teorema do ponto fixo de Banach e da
desigualdade de Gronwall.

Palavras-chave. Equações integro-diferenciais fracionárias, soluções suaves e fortes, existência
e unicidade, C0-semigrupo cont́ınuo, teorema do ponto fixo de Banach, desigualdade de
Gronwall.

1 Introdução

Ao longo de décadas, as equações diferenciais têm sido um campo muito frut́ıfero, tanto
no sentido de teoria quanto no sentido prático. Numerosos e importantes resultados sobre
a existência e unicidade de soluções suaves e fortes de equações diferenciais e integro-
diferenciais foram investigados e publicados, ao longo dos anos [2, 7]. Por outro lado,
com a expansão do cálculo fracionário, em particular, com novas definições de derivadas
fracionárias e integrais, muitos pesquisadores passaram a utilizar essas derivadas e integrais
fracionárias nas equações diferenciais para obter novos resultados [5, 6, 8, 10]. Assim, a
partir da junção do cálculo fracionário e dos diferentes tipos de equações diferenciais e
integro-diferenciais: impulsivas, funcionais, evolutivas com impulsos instantâneos e não
instantâneos, surgiram novos e aplicáveis resultados o que, cada vez mais, consolida a
relação dessas áreas [1, 3, 4, 12,13].

Nesse trabalho, vamos investigar a existência e unicidade de soluções suaves e fortes
da equação integro-diferencial fracionária (EIF), dada por [11]

HDµ,ν0+u (t) +Au(t) = f (t, u (t)) +
1

Γ(µ)

∫ t

t0

Hµ(t, s)K(t, s, u(s))ds (1)
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com a condição inicial local dada por

I1−γ
t0+ u (t0+) + g(t1, ..., tp, u(·)) = u0

onde HDµ,ν0+ (·) é a derivada fracionária de Hilfer, I1−γ
t0

(·) é a integral fracionária de Riemann-
Liouville 0 < µ ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1, γ = µ + ν(1 − µ), 0 ≤ t0 < t1 < ... < tp ≤ t0 + a
(t ∈ (t0, t0 + a]), −A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (S(t))t≥0 sobre
o espaço de Banach Ω e f : I × Ω → Ω, g(t1, ..., tp, ·) : Ω → Ω, k : ∆ × Ω → Ω,
∆ = |(t, s) : t0 ≤ s ≤ t ≤ t0 + a| e Hµ(t, s) := ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))µ−1.

Alguns pontos merecem destaque em relação aos principais resultados obtidos neste
trabalho:

• Apresentamos uma nova classe de soluções suaves e fortes para a equação integro-
diferencial fracionária. Esta classe pode ser obtida a partir da escolha dos parâmetros
µ e ν. Note que a partir da escolha dos limites ν → 1 e ν → 0 ambos na Eq.(1) como
na sua respectiva solução Eq.(3), a seguir, obtemos as clássicas versões fracionárias
de Caputo e Riemann-Liouville.

• Investigamos a existência e unicidade de soluções suaves e fortes da equação integro-
diferencial fracionária no espaço de Banach Ω.

2 Preliminares

Seja n− 1 < µ ≤ n com n ∈ N, J := [t0, t] e f ∈ Cn(J,R), para todo t ∈ J . A derivada
fracionária de Hilfer à esquerda HDµ,ν0+ (·) da função f de ordem µ e tipo 0 ≤ ν ≤ 1 é
definida por [10]

HDµ,ν0+u(t) = I
ν(n−µ)
t0+

(
d

dt

)n
I

(1−ν)(n−µ)
t0+

u(t), (2)

onde Iνt0+(·) é a integral fracionária de Riemann-Liouville.

Definição 2.1. [11] Uma solução cont́ınua u dada pela equação integral

u(t) = Sµ,ν(t)[u0 − g (t1, ..., tp, u (·))] +

∫ t

t0

Kν(t− s)f(s, u(s))ds

+
1

Γ(µ)

∫ t

t0

Kν(t− s)
∫ s

t0

Hµ(s, τ)K(s, τ, u(τ))dτds (3)

é dita ser uma solução suave da Eq.(1) sobre I, satisfazendo a condição inicial onde

Kν (t) = tγ−1Gν (t), Gν (t) =

∫ ∞
0

νθMν (θ) P (tνθ) dθ e Sµ,ν (t) = I
ν(1−µ)
θ Kν (t), onde

Mν é a função de Mainardi.

Definição 2.2. [11] Uma função u é dita ser uma solução forte da Eq.(1) sobre I satis-
fazendo a condição inicial, se u é diferenciável em quase todo lugar em I

HDµ,νt0+u (t) ∈ L′ ((t0+, t0+ + a],Ω)

I1−γ
t0+

u (t) + g (t1, ..., tp, u (·)) = u0
(4)
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e
HDµ,νt0+u (t) +A (t) = f (t, u (t)) +

1

Γ (µ)

∫ t

t0

Hµ (t, s) K (t, s, v (s)) ds, (5)

t ∈ (t0, t0 + a].

Teorema 2.1. [9] (Desigualdade de Gronwall) Sejam u e v duas funções integravéis e g
cont́ınua, com domı́nio [a, b]. Seja ψ ∈ C1[a, b] uma função crescente tal que ψ′(t) 6= 0,
t ∈ [a, b]. Admita que: u e v são não-negativas e g é não-negativa e não decrescente. Se

u(t) ≤ v(t) + g(t)

∫ t

a
ψ′(τ)(ψ(t)− ψ(τ))α−1u(τ)dτ

então

u(t) ≤ v(t) +

∫ t

a

∞∑
k=1

(g(t)Γ(α))k

Γ(αk)
ψ′(τ)(ψ(t)− ψ(τ))kα−1v(τ)dτ,

t ∈ [a, b]. Além disso, se v é uma função não decrescente em [a, b], então temos

u(t) ≤ v(t)Eα(g(t)Γ(α)(ψ(t)− ψ(a))α), t ∈ [a, b],

onde Eα(·) é a função de Mittag-Leffler de um parâmetro.

3 Principais Resultados

3.1 Existência e unicidade de solução para EIF

Em primeiro lugar, para a discussão dos principais resultados que serão apresentados
através dos teoremas, algumas condições são necessárias e suficientes para obtê-las. Nesse
sentido, temos:
CONDIÇÕES I:

1. Ω é o espaço de Banach com ||(·)||C1−γ e u0 ∈ Ω;

2. 0 ≤ t0 < t1 < ... < tp ≤ t0 + a e Br =
{
v : ||v||C1−γ ≤ r

}
⊂ Ω;

3. f : I × Ω→ Ω é cont́ınua em t sobre I e existe uma constante L ≥ 0 tal que

||f(s, v1)− f(s, v2)||C1−γ ≤ L||v1 − v2||C1−γ , para s ∈ I, v1, v2 ∈ Br;

4. H : ∆× Ω→ Ω é cont́ınua e ∃ K0 > 0 tal que

||g(t, s, x)− g(t, s, y)||C1−γ ≤ K0||x− y||C1−γ ;

5. g : Ip × Ω→ Ω e ∃ Q0 > 0 tal que

||g(t1, ..., tp, u1(·))−g(t1, ..., tp, u2(·))||C1−γ ≤ Q0||t1−γx−y||C1−γ ; ∀u1, u2 ∈ C1−γ (I,Br) ;

6. −A é o gerador infinitesimal de um C0−semigrupo (S (t))t≥0 em Ω;
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7. Considere a notação: M = max
t∈[0,a]

‖Sµ,ν (t)‖ ; H = max
s∈I

∥∥s1−γf (s, 0)
∥∥ ;

K1 = max
t0≤s≤t≤t0+a

∥∥t1−γk (t, s, 0)
∥∥ ; G̃1 = max

u∈C1−γ(I,Br)

∥∥t1−γg (t1, ..., tp, u (·))
∥∥ ;

8. Admita que

M

(
‖u0‖C1−γ

+ G̃1 + (Lr + H) a+
(K0r + K1)

Γ(µ)2
(ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ a

)
≤ r (6)

e

MQ0 + MLa+
MK0a

Γ (µ)2 (ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ < 1. (7)

Teorema 3.1. [11] A equação integro-diferencial com condições não locais dada pela
Eq.(1), tem uma única solução sobre I.

Demonstração. Seja Ω := C1−γ (I,Br). Considere o seguinte operador

(F) (t) = Sµ,ν (t)u0 − Sµ,ν (t) g (t1, ..., tp, v (·)) +

∫ t

t0

Kν (t− s) f (s, v (s)) ds

+
1

Γ (µ)

∫ t

t0

Kµ (t− s)
∫ s

t0

Hµ (s, τ) K (s, τ, v (τ)) dτds, t ∈ I (8)

onde Kν (t) = tν−1Gν (t), Gν (t) =

∫ ∞
0

νθMν (θ)Sµ,ν (tνθ) dθ, Sµ,ν (t) = I
ν(1−µ)
θ Kν (t),

0 < µ ≤ 1 e 0 ≤ ν ≤ 1.
Usando as CONDIÇÕES (I.1)-(I.8), obtemos∥∥t1−γ (Fv) (t)

∥∥ ≤M ‖u0‖C1−γ
+ MG̃1 + M (Lr + H)

∫ t

t0

ds

+
M (K0r + K1)

Γ (µ)

∫ t

t0

∫ s

t0

Nµ (s, τ) dτds

≤ M

[
‖u0‖C1−γ

+ G̃1 + (Lr + H) a+
(K0r + K1) (ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ a

Γ (µ)2

]
≤ r;

para v ∈ Ω. Então, conclúımos que FΩ ⊂ Ω.
Por outro lado, para cada v1, v2 ∈ Ω e t ∈ I, temos∥∥t1−γ ((Fv1) (t)− (Fv2) (t))

∥∥ ≤
(

MQ0 + MLa+
MK0a

Γ (µ)2 (ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ
)
‖v1 − v2‖C1−γ

.

Se escolhermos q := MQ0 + MLa+
MK0a

Γ (µ)2 (ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ, então

‖Fv1 − Fv2‖C1−γ
= sup

t∈I

∥∥t1−γ ((Fv1) (t)− (Fv2) (t))
∥∥ ≤ q ‖v1 − v2‖C1−γ

(9)

com 0 < q < 1.
Então, temos que F é uma contração sobre Ω. Aplicando o teorema do ponto fixo de

Banach, conclúımos que, o operador F admite um único ponto fixo no espaço Ω e nesse
sentido é solução suave da Eq.(1) sobre I, satisfazendo a condição inicial.
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3.2 Existência e unicidade de um solução forte para EIF

Como antes, as condições para obter a existência e singularidade de soluções suaves,
aqui vamos utilizar o mesmo procedimento. Nesse sentido, temos:
CONDIÇÕES II:

1. Ω é um espaço de Banach reflexivo com norma ‖·‖C1−γ
e u0 ∈ Ω;

2. 0 ≤ t0 ≤ t1 < ... < tp ≤ t0 + a e Br :=
{
v : ‖v‖C1−γ

≤ r
}
⊂ Ω;

3. f : I × Ω→ Ω é cont́ınua em t sobre I e ∃L > 0 tal que

‖f (s1, v1)− f (s2, v2)‖C1−γ
≤ L

(
‖s1 − s2‖C1−γ

+ ‖v1 − v2‖C1−γ

)
(10)

para s1, s2 ∈ I and v1, v2 ∈ Br;

4. K : ∆× Ω→ Ω é cont́ınua e ∃K0 > 0 tal que

‖K (t1, s, x)−K (t2, s, y)‖C1−γ
≤ K0

(
|t1 − t2|+ ‖x1 − x2‖C1−γ

)
; (11)

5. g : Ip × Ω→ Ω e ∃G0 > 0 tal que

‖g (t1, ..., tp, u (·))− g (t1, ..., tp, u (·))‖C1−γ
≤ G0sup

t∈I

∥∥t1−γ (u1 (t)− u2 (t))
∥∥ ; (12)

para u1, u2 ∈ C1−γ (I,Br) e g (t1, ..., tp) ∈ D (A);

6. −A é um gerador infinitesimal de um C0−semigrupo (S (t))t≥0 ∈ D (A);

7. Considere u0 ∈ D (A);

8. Admita que M

(
Q0 + La+

K0a

Γ (µ)2 (ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ
)
< 1.

Teorema 3.2. A equação integro-diferencial fracionária com condições não-locais dadas
pela Eq.(1), tem uma solução forte em I.

Demonstração. Satisfazendo todas as condições do Teorema 3.1, a Eq.(1) admite uma
única solução suave em Cγ (I,Br) que denotamos por u.

Agora, vamos mostrar que esta solução suave é uma solução forte do problema Eq.(1)
sobre I. Para qualquer t ∈ I e usando as (CONDIÇÕES II), observamos que∥∥t1−γ (u (t+ h)− u (t))

∥∥ ≤ P̃h+ ML

∫ t

t0

Hµ (t, s)
∥∥s1−γ (u (s+ h)− u (s))

∥∥ ds
onde P̃ := 2M ‖u0‖C1−γ

+ 2MG̃1 + MLr + MN + MLa− MK1a

2Γ (µ)
+

MK1a
2

2Γ (µ)

+
MK0r

Γ (µ+ 1)
(ψ (t0 + h)− ψ (t0))µ +

MK0r

Γ (µ+ 1)
(ψ (t0 + h+ a)− ψ (t0))µ +

MK0r

Γ (µ+ 1)
(ψ (t0 + a)− ψ (t0))µ +

MK1

Γ (µ+ 1)
(ψ (t0 + h+ a)− ψ (t0))µ.
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Por meio da desigualdade de Gronwall, temos∥∥t1−γ (u (t+ h)− u (t))
∥∥ ≤ P̃hEµ [MLΓ (µ) (ψ (t)− ψ (a))µ] , t ∈ I,

onde Eµ(·) é a função de Mittag-Leffler de um parâmetro.
Portanto, u é Lipschitz cont́ınua em I. A continuidade de Lipschitz u sobre I combi-

nada com (iii) nos garante que t → f (t, u (t)) é Lipschitz cont́ınua em I. Também, pela

suposição (iv), temos t → 1

Γ (µ)

∫ t

t0

Hµ (t, s) K (t, s, u (s)) ds que é Lipschitz cont́ınua em

I.
Usando o Teorema 3.1, observamos que a equação

HDµ,νt0+v (t) +A (t) = f (t, u (t)) +
1

Γ (µ)

∫ t

t0

Hµ (t, s) K (t, s, u (s)) ds

I1−γ
t0

v (t0) = u0 − g (t1, ..., tp, u (·))

tem uma solução única e forte v em I satisfazendo a equação

v (t) = Sµ,ν (t) [u0 − g (t1, ..., tp, u (·))] +

∫ t

t0

Kµ (t− s) f (s, u (s)) ds

+

∫ t

t0

Kµ (t− s)
∫ s

t0

Hµ (s, τ) K (s, τ, u (τ)) dτds

= u (t) , t ∈ I.

Consequentemente, u é uma solução forte da Eq.(1) em I, satisfazendo a condição
inicial.

4 Conclusões

Conclúımos o trabalho com os objetivos principais alcançados, ou seja, investigamos
a existência e unicidade de uma nova classe de soluções suaves e fortes para as equações
integro-diferenciais fracionárias de Hilfer no espaço de Banach através do teorema do ponto
fixo de Banach e da desigualdade de Gronwall. No entanto, algumas questões permanecem
em aberto e são motivações para um trabalho futuro entre elas: a principal é a possibilidade
de investigar a existência e a singularidade de soluções suaves e fortes de equações integro-
diferenciais e diferenciais fracionárias no sentido da derivada fracionária ψ-Hilfer. Para
isso, é necessário obter uma transformada de Laplace com relação a outra função e, nesse
sentido, com a obtenção dessa transformada integral, será de suma importância para os
pesquisadores que vêm trabalhando no tema.
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