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Resumo: Este artigo apresenta um novo modelo matematico de um sistema mecanico do tipo péndulo
simples com validagdo experimental do mesmo. O objetivo é descrever a seqiiéncia de passos
utilizados na formulagdo matematica do modelo, comparando dados experimentais com modelos da
literatura e a partir destes, desenvolver um modelo pertinente com a realidade. Como resultados, tém-
se a identificacdo experimental, as modificagdes do modelo e sua validagdo nas condi¢bes de um
péndulo simples considerando todas as forcas atuantes sobre o mesmo.

Abstract: This paper presents a new mathematical model for the simple pendulum mechanical system
and its experimental validation. The aim is to describe the sequence of steps used in the mathematical
formulation of the model by comparing experimental data with literature and from these, develop a
relevant and realistic model. The contributions of this work are the identification experimental
modifications of the model and its validation in terms of a simple pendulum considering all the forces
acting on it.

1. INTRODUCAO

Os sistemas fisicos apresentam-se como nao lineares e 0 seu comportamento pode ser descrito
por uma equacédo diferencial. No entanto, se o funcionamento de um sistema néo linear € numa faixa
de dominio consideravelmente pequena e préxima a um ponto de equilibrio, entdo o mesmo pode se
aproximar do comportamento de um sistema linear, cuja dinamica € descrita por um conjunto de
equacOes diferenciais lineares [4]. No caso do péndulo simples, a linearidade pode ser constatada
guando o sistema esta proximo ao seu ponto de equilibrio.

Neste trabalho sera mostrado que o modelo matematico linear e o ndo linear do péndulo
simples, ndo representam corretamente o seu movimento oscilatério quando o angulo inicial for maior
que 10 graus, através da comparacao dos graficos gerados com base neles e com o do experimento.

Como o péndulo é um sistema mecanico presente tanto no estudo de novas tecnologias como
em pesquisas cientificas, sendo o mesmo utilizado para descrever diferentes fendmenos relacionados
com oscilagOes, bifurcagBes e caos [2] e também é usado na medi¢do do tempo, em dispositivos de
estabilizacdo e na balistica [3], serd deduzida a equagdo diferencial que melhor descreva o
deslocamento dele, usando as leis da fisica. Pretende-se contribuir para a solugéo deste problema com
a modelagem matematica e a analise dos resultados de simulacdo computacional.

2. METODOLOGIAS

Para a validacdo do modelo, iniciou-se com a obtencdo dos dados através da bancada
experimental do péndulo simples instalada no laboratério de engenharia mecénica no campus da
UNIJUI em Panambi-RS, que é composta por uma haste ao qual estd preso o péndulo com
comprimento reguldvel; um sensor que capta a oscilagdo do péndulo; uma placa eletrénica dSPACE e
um microcomputador ligado a bancada, onde sdo gravados os dados do sensor.
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Os dados gerados pelas simulagbes na bancada, conforme Figura 1, foram tratados
(processados) para deixa-los em forma de vetores, tornando-os manipulaveis pelo software MATLAB,
onde foram armazenados em forma de estrutura.

Os vetores para geracao dos graficos relativos a cada experimento séo provindos desta estrutura.
Com isto temos a possibilidade de fazer as simulacBes computacionais em qualquer outro
microcomputador.

Figura 1: Foto da bancada do péndulo simples utilizada para validacdo do modelo.

Para a construcdo dos diagramas de blocos e simulacdo computacional foi utilizado o
software MATLAB/SIMULINK, com aplicacdo do método numérico Runge-Kutta de ordem 4
com um passo de integracdo de 1le-5 e o periodo analisado em cada simulagéo de 10 segundos.

3. DESENVOLVIMENTO DO MODELO MATEMATICO

A modelagem de um péndulo simples tem como objetivo definir os pardmetros e as
variaveis que estdo no problema, com posterior deducdo da equacdo diferencial de segunda
ordem correspondente, que demonstre a trajetéria oscilatoria real de um péndulo.

O péndulo simples é um sistema fisico constituido de um corpo de massa m suspensa por
um fio ou por outros elementos de comprimento L. A sua oscilagdo se da devido ao efeito da
gravidade quando o mesmo for afastado da sua posicao de equilibrio, conforme Figura 2 [5].

Para simplificar o modelo matematico consideramos que a massa do fio ndo altera o
movimento oscilatorio do péndulo e que o fio ndo é flexivel, mantendo com isto, 0 comprimento
desejado.
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Figura 2 — Desenho esquematico do péndulo simples com seus parametros e variaveis.

Os parametros e variaveis do sistema modelado foram obtidos através de medi¢des feitas
no péndulo do experimento e por aceitacdo de definicdes da literatura: g = 9,81 m/s® (forca
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gravitacional), L = 0.185 m (comprimento do péndulo em metros), m = 0.825 kg (massa do
pendulo em quilogramas), dTetai = 0 rad/s (velocidade angular inicial), Tetai=60/180*PI rad
(posicao angular inicial) e o parametro B (coeficiente de amortecimento viscoso) é calculado a
partir dos dados anteriores.

Para 0 modelo matematico ndo linear descrito neste artigo, foi necessaria a definigdo de
mais alguns parametros: oo = 10°N.m™ (coeficiente de rigidez das deformagdes microscopicas);
o, = B (coeficiente de amortecimento viscoso); alfa = 1(representacdo do atrito estatico); Fs=
0.052 N (forca de atrito estatico); dYs= 0.01 rad/s (velocidade de Striberk). Os parametros

Tat,(é) (torque de atrito), o, (coeficiente de amortecimento ), F. (forca de atrito de Coulomb) e

O (9) (funcdo de atrito em regime permanente) sdo calculados. Foi definida também a variavel
Z (deformacdo média que ocorre entre as superficies) para este modelo, sendo que a sua
condicdo inicial € 0.

Para oy, F,,alfa,dYs foram atribuidos valores buscando fazer com que este modelo
matematico demonstrasse 0 mais proximo possivel a oscilacéo real do péndulo simples.

3.1 Formulagdo matematica

Quando um péndulo é deslocado do seu ponto de equilibrio, forgcas externas passam a agir
sobre 0 mesmo, entre elas esta um torque restaurador devido ao peso do corpo buscando
restaurar o péndulo para sua posicao de equilibrio, com isso temos que:

dT=lv (1)

onde:
I =Ir2dm: L°m )
> T =-mgLsend - B6 (4)
logo,
—mgLsend — B = L’méd (5)
L’mé& + mgLsend + BO =0 (6)
dividindo por mL2, obtemos:
é+iz<9'+gsen0=0 7)
mL L

A EDO (7) é o modelo matemaético néo linear do péndulo simples. Se o angulo 6 < 10°,
podemos considerar que sen(6) = 0, pois 0 erro sera pequeno e assim obtemos a seguinte
equacdo:

. B .
9+W‘9+%9:0 ®)

A EDO (8) é o modelo matematico linear do péndulo. Para calcular o valor do B,
podemos comparar a equacdo (8) com a equacdo movimento com um grau de liberdade [1,2],
que esta logo abaixo:

Y +2W, & +W.2Y =0 )
Sendo que W, é a frequéncia angular natural e & o fator de amortecimento, observamos
que:
2_9
W= (10)
W, = % (12)
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B
Z\Nné = W (12)
B=2ml*W. ¢& (13)
Sendo & obtido através da préxima equagdo:

1
§=—— 14
1+(27/ 7/)2 (14)

se & <0.1, entdo

Y
= 15
f= (15)

Sendo que y é calculado usando o logaritmo natural da razdo entre duas amplitudes
sucessivas do periodo do péndulo mostrado na equagao abaixo:

y= |n(ﬁJ (16)
X,

No modelo matematico ndo linear desenvolvido do péndulo simples foi substituido B&

pelo Tatr(é) [5], conforme esta abaixo:
é+Ta”'29 +9seno-=o0 (17)
mL L
sendo que,
T (0) = 0,2 + 0,2 + 0,0 (18)
onde:
O-l < L
(Fs _1j (19)
FC
o,=B (20)
7 9{1_ alfa aOS|'gn(9)Z] 1)
0:(0)
€,

(oY
0.(0)=F. + (F, ~F.)e & @)
E —05*F, (23)

4. RESULTADOS

Para a simulacdo computacional dos modelos propostos, foram utilizados alguns
diagramas de blocos (Figuras 3 e 4), com distintos parametros a fim de ilustrar a discrepancia
entre um modelo e outro, e também em relagdo ao modelo experimental.
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Figura 3: Diagrama de blocos do modelo matematico linear(A) e ndo linear(B) do péndulo
simples.
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Figura 4: Diagrama de blocos do modelo matematico néo linear desenvolvido do péndulo
utilizando modelo Lugre de Atrito.

4.1 Resultados de validacdo experimental

A posigdo angular inicial de 60 graus e a velocidade inicial de 0 rad/s, foram utilizadas na
construgdo dos graficos do experimento (Figura 5), na comparagdo dos modelos linear, ndo
linear e também na validagdo do modelo n&o linear desenvolvido.

15

Teta (radianos)
=
o

=)

-0.5

Teta(graus)

Tempo T(s)
Figura 5: Oscilagdo do péndulo em relagdo ao tempo e plano de fase, gerados a partir dos dados
obtidos do experimento.

Apresentados os graficos obtidos do experimento feito, podemos compara-los com os
graficos da simulacdo computacional (Figura 6), partindo dos dados da secdo 3 e utilizando os
diagramas de blocos do Simulink mostrados no inicio desta secao.

Comparagdo com o Modelo N&o Linear Simples do Péndulo.
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Figura 6: Comparacdo dos modelos linear e ndo linear do péndulo com dados reais
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Percebe-se uma grande diferenca entre os dados reais se comparados aos modelos
apresentados na literatura. A seguir esta a comparagdo com o modelo matematico desenvolvido,
utilizando os parametros e varidveis obtidos através de medices e alguns deles calculados.

No primeiro grafico da Figura 7 percebe-se ainda uma diferenca considerdvel na
comparacdo dos dois graficos. Passou-se entdo para uma aproximacgdo atraves de simulagdes
computacionais, a partir do ajuste em dois pardmetros (B e F;) do modelo matematico
desenvolvido, achando assim a melhor aproximacio para os mesmos: B=0.0083 N.s.m™ e
F.=0.899*F;.
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Figura 7: Comparagdo do modelo matematico ndo linear desenvolvido com os dados reais,
(a)sem ajuste e (b) com ajuste de pardmetros através de simulagGes computacionais.

Com isto obteve-se o segundo grafico da Figura 7 praticamente idéntico ao real,
validando desta forma o modelo matematico néo linear desenvolvido para o péndulo simples.

5. CONCLUSOES

Analisando os trés modelos matematicos do péndulo simples, observa-se que somente o
modelo ndo linear desenvolvido apresenta um resultado proximo do real. Contudo foram
necessarios alguns ajustes em dois parametros de entrada. Para trabalhos futuros, sugere-se a
formulacéo de uma relag&o entre o comprimento do péndulo e o valor destas duas variveis.
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