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1 Introducao

A quadratura de Gauss-Legendre se destaca nos métodos de integragdo numérica de-
vido a sua versatilidade e precisao. Em aplicacgoes de transporte de particulas, por exemplo,
¢ usada na construcdo de quadraturas produto multidimensionais na esfera unitaria [2].
Neste contexto, a obtencao de forma eficaz das raizes dos polinomios de Legendre é essen-
cial, uma vez que elas definem os nés desta quadratura [3].

Neste trabalho, o problema do calculo de raizes dos polindmios de Legendre de or-
dem par é abordado na forma de um problema de autovalores de uma matriz tridiagonal
simétrica. Sao investigados dois métodos para a resolugdo do problema de autovalores:
Iteragao QR implicita com shift de Wilkinson [5] e Método da Bissec¢ao [4].

Um resultado fundamental para o desenvolvimento deste trabalho surge por meio de
manipulacoes algébricas da relacao de recorréncia de trés termos que geram os polinémios
de Legendre P,, de forma que, podemos escrevé-la como [1]

2? Py (2) = \/ant2n1 Py 9(2) + (ans1 + an) Py (@) + Vanan_1P;_5(x) (1)

com P, (z) = (2/hn)Y?P(z), an = n*/(hnhn_1) € hy = 2n+ 1 paran = 0,2,... . De (1)
construfmos [1] o problema de autovalores Tv = z%v, com T matriz tridiagonal simétrica,
cujos autovalores, A = 22, sdo o quadrado das raizes positivas do polinémio de Legendre
de ordem par (notando que as raizes aparecem aos pares +).

2 Solucgao do problema de autovalores

A primeira abordagem investigada na solugao do problema de autovalores foi através
da iteracdo QR implicita com shift de Wilkinson. Esta abordagem ¢ implicita no sentido
que nao é necessario computar explicitamente a fatoracao QR da matriz 7', mas construir

!josadaque.nene@gmail.com
2Ibaric@mat.ufrgs.br

010265-1 © 2020 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

@ implicitamente como produto de matrizes ortogonais. O Teorema de @ implicito [4,5]
garante que a matriz obtida apds um passo da iteracao QR implicita é a matriz desejada.
Uma vez que T ¢ tridiagonal, a iteracdo QR preserva a forma tridiagonal de T [4,5].
Por fim, adicionalmente a iteragao QR implicita utilizamos o shift de Wilkinson definido
como [5]

W= tyn + 1 —sign(r)\/r? + (tnn-1)> (2)

em que r = (tp—1n—1 — tnn)/2, ti; elementos de 7.

A segunda abordagem investigada se baseia no método da Bisseccdo. No entanto,
utilizamos o Teorema de Inércia de Sylvester [4] de uma matriz simétrica, o que simplifica
a sua implementacao. Dado um intervalo [z1,22), podemos identificar se tal intervalo
possui algum autovalor de T', j& que o niimero de autovalores neste intervalo é igual a
T — T1, com Ty e 71 sendo o numero de autovalores de 1" menores que z3 e z1, obtidos a
partir da Inércia(T — z2I) e Inércia(T — z11), respectivamente [4].

3 Comentarios Finais

Implementamos em Fortran 95 um programa em precisao dupla para avaliagao de
ambos 0s métodos. Medimos o tempo médio de 100 execugdes e o erro relativo do vetor
contendo os autovalores encontrados por ambos métodos com o obtido pela rotina DS-
TEVD da biblioteca LAPACK para as seguintes ordens de quadratura: 32, 64, 128, 256,
512, 1024, 2048, 4096 e 8192. Analisando os resultados, a primeira abordagem apresentou
erros relativos da ordem le — 16 para as ordens 64 e 128, e erros relativos da ordem le — 15
para as demais ordens. A segunda abordagem apresentou erros relativos da ordem le — 16
para todas as ordens testadas. A rotina DSTEVD apresentou o menor tempo computaci-
onal dos trés métodos (diferenca de cerca de 0,4s para a maior ordem), o que poderia ser
esperado, tendo em vista que as implementagoes deste trabalho sao preliminares e nenhum
estudo mais detalhado de otimizacao para possivel reducao do tempo foi realizado.
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