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1 Apresentacao do Problema

Um sistema de transporte 6ptico é um sistema que transfere sinais luminosos na forma
de ondas eletromagnéticas através de um meio utilizando componentes 6pticas. O sistema
proposto é para transporte de sinais de uma antena fonte passando por dois refletores
até uma antena receptora. Essa transferéncia é realizada em R™™!, onde o dominio
representa a antena fonte no hiperplano de entrada do sistema, denotado por «, e o
dominio V¥ representa a antena receptora no hiperplano de saida do sistema. Seja d a
distancia entre os dois hiperplanos, [ o comprimento do caminho 6ptico percorrido pelos
sinais, denote § = [ — d. Dados os dominios €2 e ¥, e fungbes integraveis nao-negativas
I1:QQ—RelL:¥ — R, que representam as intensidades luminosas da entrada e da saida
do sistema, queremos determinar as posicoes e os tipos de refletores que transformem a
intensidade da entrada na intensidade da saida. Assume-se que o sistema néo tem perdas,
o meio de transporte é homogéneo e isotrépico, o comprimento de onda eletromagnética
é muito menor que o diametro de 2 e ¥, e o transporte obedece a lei de conservacao de
energia.

A distancia entre o hiperplano « e o primeiro refletor é dada por z(z) para = € Q, e
portanto, o primeiro refletor é definido pelo grafico de z. O mapa que transporta os sinais
de 2 para V,, projecao de ¥ no plano «, é denotado por P,.

Problema 1. Dados dois dominios e U, no hiperplano «, e duas funcgoes integrdveis
nao-negativas I em Q e L em W, que satisfazem

/ L(Pa(x))| det V Pa(2)|dz = / I(2)dz, (1)
Q Q
queremos encontrar uma fungio z € C*(Q), tal que
P,:Q— T,
x+—— x+ [BVz
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seja um difeomorfismo.

A partir da obtencao de z que satisfaga o Problema 1, podemos encontrar uma funcao
w(p) para p € ¥, onde o grifico de w é a posi¢ao do segundo refletor.

Uma solugao fraca para o problema de obter a posi¢ao do primeiro refletor estd enun-
ciada na Definigao 1.1.

Definicao 1.1. Sejam I e L fungoes integrdveis nao-negativas. Um par de fungoes (z,w)
€ chamado de solucdo fraca para o Problema 1, se o mapa P,:Q— V,, sendo P, =
{z + BVz(z)} quase todo ponto, é sobrejetivo e para qualquer conjunto de Borel T C W,

/TL(p)dp = /IBQI(T)I(x)d:v, (3

onde dz e dp representam a medida de Lebesque em R™.

~—

2 Existéncia e Unicidade da Solucao Fraca

Uma forma de obter a existéncia e unicidade da solugao fraca (Definigao 1.1) é relacio-
nando o Problema 1 com problemas de transporte 6timo de massa. Para isso é necessario
definir um problema de minimizagdo de um funcional com custo quadrético em R" (Pro-
blema 2). Esse problema tem o formato de Monge e, pelo Teorema de Brenier, existe uma
aplicagao de transporte 6tima e essa aplicagao ¢ tinica [2].

Problema 2. Minimizar o funcional com custo quadrdtico

1
C(P) = 5 [ o= Pal)PI(@)d ()
Q
para aplicacdes de transporte P, : Q0 — V., que satisfazem
/ h(Py(x))I(x)dx :/ h(p)L(p)dp, Yh:¥, — R continua. (5)
Q a

O mapa ]E’a : 0 — U, satisfaz a condicdo (5), resta mostrar que esse mapa minimiza
(4). Pelo Teorema 2.1, o mapa associado a solugao fraca é a aplicagao de transporte 6timo,
a demonstragao desse teorema deve-se a [1].

Teorema 2.1. Seja (z,w) uma solu¢ao fraca do Problema 1 e seja P, 0 mapa correspon-
dente. Entdo P., minimiza (4), por conseguinte, P, ¢ a aplicacio de transporte 6timo e é
iUnica.
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