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1 Introducao

A modelagem matematica pode ser entendida como um processo realizado a fim de
obter uma aproximagao matematica de uma situacao real. Atualmente, existe modelagem
matematica nas mais diversas dreas como engenharia, fisica, biologia, quimica dentre tan-
tas outras. As dificuldades para se obter uma boa descricao para a realidade sdo enormes,
nas palavras de Albert Einstein, “Toda a nossa ciéncia comparada com a realidade, é
primitiva e infantil - e, no entanto, € a coisa mais preciosa que temos.”

E é exatamente disso que tratamos em modelagem, tomamos algumas consideracoes
iniciais sobre o problema e conforme formos fazendo mais adendos, mais proximo da
realidade nossa representagao estara, porém apesar de toda a nossa ciéncia e de modelos
cada vez mais refinados, estamos longe de representar fielmente a realidade.

Vamos analisar os fenomenos a partir da relagdo destes com suas taxas de variacao,
derivadas de ordem inteira, na investida de generalizar os modelos de Malthus e Verhulst
de ordem inteira para a ordem fracionaria, que é objeto de nossos estudos.

O modelo de Malthus(1798) é de suma importéancia para todos os estudos subsequen-
tes acerca de modelagem de dinamicas populacionais . O economista inglés foi o primeiro
a tratar do crescimento populacional, fazendo algumas consideracgoes bésicas, o alimento
¢é necessario a subsisténcia do ser humano e o sexo na espécie é uma constante perma-
nente, sendo assim ele supos que a capacidade de reprodugao do ser humano é superior da
producao de alimento. Desta forma, a populacdo cresce proporcionalmente a ela mesma.
Temos assim na equacao (1) o Modelo de Malthus de ordem inteira [1].
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A equagao logistica foi proposta por Verhulst(1838) avaliando as estatisticas populaci-
onais fazendo um aperfeicoamento no modelo de Malthus, podendo ser aplicada em outras
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areas como a proliferacao do HIV, pois leva em consideracao fatores que possam diminuir
a proliferacao do virus na populagao. A equagdo de Verhulst de ordem inteira é dada por
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O Célculo Fraciondrio remonta do século XVII numa troca de correpondéncia entre
L’Hopital e Leibniz sobre como calculariamos a derivada de ordem fraciondria e desde
entao grandes matematicos deixaram suas contribuicoes e atualmente é considerado um
tema “quente”’ por conta das diversas aplicacoes e por ter revelado um potencial para gerar
resultados mais préximos da realidade do que o célculo classico. Utilizaremos nos modelos
a derivada fracionaria de Caputo ao invés da derivada de Riemann-Liouville, pois faremos
a resolucao pelo método das transformadas integrais. Ao calcularmos a Tranformada de
Laplace da derivada de Riemann-Liouville geramos um resultado dependente do operador
integro-diferencial de ordem nao inteira da fungao, no qual, nao possui uma interpretagao
trivial, j4 a Transformada de Laplace da derivada de Caputo depende de derivadas de
ordem inteira de f(0) [2].
Neste trabalho vamos obter a solucao dos Modelos de Malthus e Verhulst, bem como
suas generalizacoes fraciondrias e analisar a conveniéncia de cada um dos quatro modelos.

2 Generalizacao fracionaria

Os operadores integro-diferencial no cédlculo fracionario vieram na forma de uma gene-
ralizacao do célculo de ordem inteira.

No caso da equacao de Malthus substituimos a derivada de ordem 1, pela derivada de
ordem a, onde 0 < o < 1, ent@o a versao fraciondria da equacao (1) é dada por (3).

d*m(t)

o = K m(t) (3)

J4 na equagao logistica de Verhulst (2), faremos a mudanga de varidvel z(t) = 1/y(t),
convertendo-a em uma equacao linear. Sendo a equacao (4) equivalente a cldssica (2) em
z(t).
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Agora substituindo a ordem 1 da derivada por 0 < a < 1, temos a generalizagao
fraciondria (5).

d® z(t)
dte

= k(1 — 2(t)) (5)
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