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Resumo. Neste trabalho, nés utilizamos duas técnicas numéricas para aproximar a equagao
de convecgao—difusao unidimensional correspondente ao modelo de escoamento miscivel in-
compressivel da mistura de éleo e solvente, em meios porosos. Primeiramente, discretizamos
a concentracao da mistura, em relacao a variavel espacial, utilizando o método dos elementos
finitos mistos e hibridos, juntamente com o espago de Raviart-Thomas de mais baixa ordem
(fungoes escalares serdo aproximadas por valores constantes em cada elemento finito). A
variavel principal do sistema resultante da formulagao discreta serd ou a concentragao da
mistura avaliada no centro de cada elemento finito ou o Multiplicador de Lagrange (concen-
tragao da mistura avaliada nas extremidades de cada elemento finito). Depois, levando-se em
consideragao a varidvel temporal, obtemos um Problema de Valor Inicial (PVI) proveniente
da formulacao discreta da equacao de conveccao—difusao e da equacao da velocidade de fluxo
de concentragdo. A solucao aproximada do PVI é obtida pelo Método de Adams-Moulton
de ordem 2. A solugao analitica do problema sera comparada com o resultado de simulagoes
numéricas dos métodos propostos, utilizando-se um cédigo que controla oscilagtes espurias.

Palavras-chave. Conveccao—difusao, Métodos Mistos e Hibridos, Espago de Raviart—
Thomas de ordem zero.

1 Introducao

O trabalho de Douglas [6] foi pioneiro no uso do Método dos Elementos Finitos Mistos
como uma técnica de aproximacgao apropriada para o calculo numérico preciso de campos
de velocidades, que sao fortemente influenciados pelas heterogeneidades geoldgicas do meio
poroso. Esse e outros trabalhos de Douglas sao, por essa razao, referéncias importantes
em estudos relacionados a escoamento de fluidos misciveis (e imisciveis) em meios porosos
heterogéneos. Igualmente importante é o Método Modificado das Caracteristicas (MMOC)
(veja Douglas e Russell [7]), que foi desenvolvido para ser um procedimento computacional
eficiente para a discretizagao da equacao de convecgao—difusao, permitindo-se o uso de
passos grandes de tempo. Porém, o MMOC apresenta uma falha grave que é a falta de
conservagao de massa dos fluidos envolvidos no estégio de transporte (convecgao).
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Dentre os métodos que competem com o MMOC citamos o método Localmente Con-
servativo (LCELM) [2], que segue a mesma metodologia dos dois trabalhos de Douglas
mencionados anteriormente, e a classe de métodos denominados Eulerian-Lagrangian Local
Adjoint Method (ELLAM [11]). Os métodos do tipo Euleriano-Lagrangeano apresentam
uma dificuldade computacional. As aproximagoes das equagoes diferenciais envolvem um
dominio espaco-tempo e os elementos finitos utilizados na discretizacao podem assumir
formas diferentes, em cada passo de tempo. Essa estrutura nao é facil de ser implemen-
tada porque as integrais que aparecem nas formas discretizadas das equacGes possuem
dominio de integracao complexo e demandam aproximagoes numéricas complicadas.

As técnicas utilizadas, neste trabalho, para aproximar a solugao da equagao de con-
veccao-difusao e para aproximar a velocidade de fluxo de concentracao darao origem a um
problema de valor inicial que serd resolvido pelo método de Adams-Moulton de ordem 2 [3].
Tal procedimento evitara as dificuldades computacionais apontadas anteriormente, por-
que a malha computacional ndo vai variar com o tempo. Para isso, faremos uso do espaco
de Raviart-Thomas de mais baixa ordem [12] e consideraremos elementos finitos mistos
e hibridos [1,5, 8] para aproximar as referidas equagoes. A equagao de convecgao—difusao
apresentada a seguir foi retirada do artigo de Healy e Russell [9]:

0%~ Ll d -l de) ez —uc) = 70, 1)
onde a concentragao do solvente é ¢ = ¢(z,t), z € = [0,250] (o reservatério tem 250 cm
de comprimento) e t € J = [0, 5] (iremos simular um periodo de 5 horas de escoamento);
o termo fonte sera considerado nulo, ou seja, ¢ = 0; a porosidade do meio e a velocidade
de escoamento serao constantes e dadas, respectivamente, por ¢ = 0.3 e u = 7.5 cm/hora;
o coeficiente de difusdo molecular serd nulo, isto é, d, = 0; o coeficiente de dispersao
longitudinal utilizado nas simulacoes apresentadas neste trabalho é dado por d; = 0.01 cm.

O termo de dispersao hidrodinamica sera indicado por D(u) = |u|dy. Consideraremos
as seguintes condicoes de fronteira:

c(0,t)=1 e (—=D(u)c)(250,t) =0, Vt € J, (2)

e a condigao inicial serd dada por ¢(z,0) = ¢o(x) =0, Vo € Q.

L= i Z; xz, Z; Ly Z; Lonazt Lmax

Figura 1: Elementos E = F; da parti¢cdo do dominio .

A solucdo analitica deste problema de valor inicial e de fronteira, considerando-se
2 = [0, 00), foi obtida no artigo de Ogata [10]. Tal solugao é exibida a seguir:

r —up 't T x + up
[erfc (2 dgu¢1t> * “rp <d€> erfc (2 dgugf)lt)] ’ (3)

onde erfe(z) =1— — / exp(—t?) dt.

clx,t) =

N =
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O dominio €2 serd particionado em n subdominios como mostrado na Figura 1, onde
n —
Q=UQ Qi=[vi1,m]=FE ehg =h =v— 21
i=1

2 Método Numeérico

Os métodos numéricos obtidos com as discretizagoes mencionadas anteriormente vao
dar origem a um sistema linear com matriz tridiagonal. A formulacao discreta baseada
em elementos finitos mistos e hibridos, juntamente com o espago de Raviart-Thomas de
mais baixa ordem, segue a mesma linha do artigo [5] e os detalhes referentes ao caso
unidimensional abordado neste trabalho, incluindo a aproximagao que utiliza o Método
de Adams-Moulton de ordem 2, podem ser encontrados no artigo [4].

Observagdes: (i) Seja [tj_1,t;] um intervalo de tempo, entdo At = t; —t;_1 e fU)
representard f(¢;), qualquer que seja a funcao f definida nesse intervalo. (ii) A notagao
fE,p denotard um valor constante da funcao f associado a extremidade 8 = L ou § = R do
elemento E. (iii) f ol denotard um valor constante da fungao f associado a extremidade

B’ do elemento E‘, vizinho do elemento FE em relagdo a extremidade 3; por exemplo, se
B = R em E, entao F serd o vizinho da direita e 8/ = L. (iv) A fungao caracteristica
de um conjunto €2 serd denotada por xq,. (v) Embora, neste trabalho, a velocidade u
seja constante e o termo fonte (¢) seja nulo, apresentaremos a seguir uma formulagao mais
geral na qual consideramos a velocidade nao constante e o termo fonte nao nulo.

Para o caso em que a concentragao é avaliada no centro de cada elemento finito, os
detalhes para a obtencdo do sistema linear podem ser encontrados no artigo [4]. Uma
equagao do sistema linear envolvendo os Multiplicadores de Lagrange (¢g 1, (g Rr e £ I} L)
é exibida abaixo (Eq. 4). Apds a resolugao desse sistema linear, a concentragao, em cada
elemento F, serd atualizada de acordo com a segunda equagao abaixo (5).

e At o] 5 55 7 [ ] - ]}
ég,)R{hlE AR pde ‘U(LZ)R‘ — [Sur]? o /\(1 5 h12 [ rdy ‘U(EJ)RH - hEug,)R +
hlﬁ AzlLdg‘u(E]’)L‘ _ [SU’L} (])Agt)\%)h% [SL dy ug)L‘ hEug?L} }+

1 N1 At ' -
(50 5 (S ) + 787 ) +

h )\g 2
1 1= (4 1 At () (—1)
i (5] 5 (@l +7E) @
E
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4
, At , .
) = NOIY {d@ (sL ‘uEL‘ 0y Bt SR ‘uER‘ €E R) — hEUé{)R,L(ﬁ) + h%xgl(x)qg) +
2X\p hs,

1 ~G-1

onde A = < ;l i > = A~! (a matriz ndo se modifica de um elemento para o outro),

t At
AE =¢E + 2T —5d¢(sp lup,L| + sr|ug,Rl) — ?Xﬂp(x)QEQ

sp é a soma dos elementos da linha 1 de A~!; s; é a soma dos elementos da linha 2 de
A~ Qp representa o poco de producio; €2 representa o poco de injecdo;

[Sup) = de [ A5G0l + A7k 1y ]

seB=R=p3=L,seB=L=p =R, gu”g est4 associado ao elemento F;

i1 i—1 At 1 ~ 1
Y~ sl - L (Vi + U0 - sl ™)

1
VE.RL = = [de <5L lug,r| (ce —le,L)+5R |uE,R| (cE — KE,R)>:| e Ugr.r(l) =g Rrup R+

g LUE, L.

3 Métodos nao-oscilatorios

Para corrigir o surgimento de oscilagdes espurias (ndo genuinas) causadas por erros
numéricos, utilizamos um algoritmo de pds-processamento ao final de cada passo de tempo.
Isto é, apds a aplicagao do método numeérico para se obter os valores de concentragao em
um dado instante de tempo, o cédigo de correcao de oscilacao é utilizado para garantir que
valores de concentracao, correspondentes a elementos vizinhos, nao sejam discrepantes.

A avaliagao de discrepancia é realizada na regiao préxima da fronteira de transicao,
na qual os valores da concentracdo variam de 1 (ou préximo de 1) até valores préximos de
zero. Para isso, estabelecemos um valor limite (L. = 0,97) de modo que a média entre dois
valores consecutivos de concentracao nao exceda tal limite. Caso essa média seja superior
ao limite estabelecido, o algoritmo utiliza primeiramente um tipo de interpolagao com
polindmios constantes para atribuir um valor adequado para a concentracao em questao
(c6digo exibido a seguir).

Depois da correcao da oscilacao, usamos interpolacao linear, na vizinhancga da regiao
de transicao, para obter um perfil adequado da curva de concentragao. O algoritmo
apresentado a seguir nao contém informacoes relacionadas ao estdgio posterior & corregao
da oscilacao; porém todos os resultados das simulagoes foram obtidos executando-se o
algoritmo completo de poés-processamento. Devido a limitacao de ntimeros de péginas,
nao exibirimos as figuras que contém perfis de concentracao oscilatorios.
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Figura 2: Adams—Moulton, concentragao.
Dispersao = 0,01 cm; n = 500
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Figura 3: Adams-Moulton, Multiplicador de Lagrange.

A etapa inicial do algoritmo consiste em obter o primeiro elemento no qual a con-
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centragao assume valor maior do que 1, partindo-se da extremidade superior do dominio,
onde os valores de concentracao estao proximos de zero, e indo em direcao a extremidade
inferior, onde os valores de concentracao estao préximos de 1.

e Primeira etapa do Algoritmo

Imax = nx; flag = 1;
para k variando de 1 até nx-1
se (flag < 0)
se (cj(nx-k) > 1.0)
Imax = nx-k;
flag = -1;
fim.

A segunda parte do Algoritmo consiste em corrigir as oscilagoes provenientes de erros numeéricos.
Usamos interpolagao linear para obter o valor da concentragao no ponto médio do elemento Erp,qy-

e Segunda etapa do Algoritmo

se (Imax < nx) % Interpol. linear para obter a concentracdo na posi¢do Imax

fX0 = ¢j(Imax+1); X0 = xpm(Imax+1); % xpm(i) é o ponto médio do elemento F;
fX1 = ¢j(Imax + 2); X1 = xpm(Imax + 2); X = xpm(Imax);
¢j(Imax) = £X0*( (X - X1)/(X0 - X1) ) 4+ X1*( (X - X0)/(X1 - X0) );

para i variando de 1 até Imax
Med = (cj(i) + ¢j(i+1))/2;
se (Med > 0.97)
mx = abs(1 - ¢j(i)); mxr = abs(1 - ¢j(i+1));
se (mx < mxr)
cj(i+1) = ci(i);
senao
cj(i) = ¢j(i+1).
fim.

4 Simulagoes Numéricas

A Tabela 1 contém os resultados referentes as simulagées com dy = 0,01 e¢m, n, = 500,
T = 5 horas e dois tipos diferentes de discretizagbes. Em uma delas, veja a Figura 2, utilizamos a
concentracdo (C) como varidvel principal e na outra, veja a Figura 3, utilizamos os Multiplicadores
de Lagrange (ML). O erro (média quadrética) entre a solu¢ao numérica e a solugao analitica (Eq.
3) foram comparados com o erro obtido por Russell [9], utilizando o Método Modificado das
Caracteristicas (MMOC). Observe que a simulagao realizada com os Multiplicadores de Lagrange
gerou um erro menor do que o erro obtido com o MMOC.

Tabela 1: Simulagoes utilizando o Método de Adams-Moulton com n, = 500, para T = 5 horas.

H o ‘ Erro MMOC ‘ Erro C ‘ Erro ML H
[ 500 [ 0.12x 1073 [ 0.13675 x 10~3 [[ 0.24228 x 10~ |
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5 Conclusoes

Devido ao bom desempenho do Método de Adams—Moulton, agregado a discretizagao por ele-
mentos finitos mistos e hibridos, acreditamos que o estudo realizado para o caso unidimensional
possa ser estendido para o bidimensional, sem grandes alteracoes, desde que sejam utilizados reser-
vatério retangular e malha computacional estruturada com elementos retangulares. Os resultados
apresentados para o caso unidimensional indicam que os novos métodos sao competitivos com os
ja conhecidos métodos Euleriano-Lagrangeanos.
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