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1 Introdução

Boa parte dos problemas na teoria dos códigos está relacionada à propriedades de reti-
culados. Um conjunto Λ ⊂ Rn é um reticulado de posto m se existem vetores linearmente
independentes v1, · · · , vm ∈ Rn, m ≤ n, tais que qualquer elemento x ∈ Λ pode ser ex-

presso como x =
m∑
i=1

xivi, xi ∈ Z. Por motivos de aplicação, o interesse de estudo é maior

quando m = n. Nesse caso, dizemos que Λ é de posto completo.

Diferentes aplicações requerem reticulados com diferentes propriedades. Entre elas,
estão a alta densidade de centro e o bem-arredondamento. Esta última tem sido objeto
estudo recente, como em [3, 4] e está relacionado com o problema do número de contato.
Formalmente, definindo |Λ| = min{‖x‖ : x ∈ Λ, x 6= 0}, a densidade de centro de um
reticulado Λ é dada por

δ(Λ) =
(|Λ|2/2)n

|det(M)|
, (1)

onde M é a matriz cujos elementos de suas linhas são as coordenadas dos vetores da base
de Λ, chamada de matriz geradora de Λ. Por outro lado, Λ é bem arredondado se o
conjunto S(Λ) = {x ∈ Λ : ‖x‖2 = |Λ|} gera Rn.

Reticulados bem-arredondados cumprem um importante papel em problemas de oti-
mização discreta, [2,5]. Em [3,4], os autores investigaram a relação entre reticulados bem-
arredondados e os conhecidos, reticulados obtidos via o homomorfismo canônico, com foco
especial em R2. Neste trabalho, investigamos em que condições reticulados gerados via
polinômios estudados em [1], são bem-arredondados em R2. Neste sentido, conseguimos
também uma condição para os coeficientes de um polinômio de grau 2 de modo a obter
reticulados com a maior densidade de centro em R2.
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2 Reticulados Bem-Arredondados em R2 via Polinômios

É bastante convencional o uso do homomorfismo canônico para gerar reticulados em
R2. Para tal, dado um corpo de números K, aplicamos em uma base integral de K o
Q-homomorfismo σ : K → Rn definido por

σ(x) = (σ1(x), · · · , σr1(x),<σr1+1(x),=σr1+1(x), · · · ,<σr1+r2(x),=σr1+r2(x)), (2)

onde <(x) e =(x) representam as partes real e imaginária de x, respectivamente. Os
monomorfismos σj(K) ⊂ R, para j = 1, · · · , r1 e σr1+r2+j = σr1+j , para j = 1, · · · , r2.

A relação entre reticulados obtidos via homomorfismo canônico e reticulados bem-
arredondados em R2 foi consistentemente apresentada em [3, 4]. No presente traba-
lho, investigamos a relação entre reticulados obtidos via polinômios e reticulados bem-
arredondados.

Seja f(x) = x2+ax+b, em que a, b ∈ Z, um polinômio com ráızes reais distintas α e β.
Definimos por Λf o reticulado gerado pela base {(α, β), (β, α)}. Se x = x1(α, β)+x2(β, α),
com x1, x2 ∈ Z, então ‖x‖2 = (a2−2b)(x21+x22)+4b(x1x2). O objetivo é identificar quando
|S(Λf )| ≥ 4, situação em que Λf é bem arredondado.

Quando a2 = −2b ou a2 = 6b, obtivemos que |S(Λf )| = 6, neste caso, verificamos que
Λf tem a melhor densidade de centro posśıvel para a dimensão 2.

Quando f tem ráızes complexas conjugadas α± iβ, definimos Λf como sendo o reticu-
lado gerado pela base {(α, β), (α,−β)}. A investigação é análoga e neste caso, obtivemos
que Λf tem a melhor densidade de centro para a dimensão 2 se, e somente se, a2 = −b (se
b < 0) ou a2 = 3b (se b ≥ 0).
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