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Resumo: Um dos resultados mais importantes na teoria de códigos são as identidades de MacWil-
liams, que relacionam a distribuição de pesos de um código com a de seu dual. Kim e Oh mostra-
ram que quando estamos trabalhando com códigos lineares sobre conjuntos parcialmente ordenados
(abrev. posets), tais identidades valem se e somente se o poset é hierárquico [6]. Choi et al. con-
sideram distribuições de pesos de um código poset em que se leva em conta também uma relação
de equivalência no conjunto I (P ) dos ideais de ordem do poset P , sendo que o polinômio enume-
rador clássico corresponde ao caso em que dois ideais são equivalentes se tem o mesmo número de
elementos. Neste contexto derivam-se identidades semelhantes às de MacWilliams para posets não-
hierárquicos, obtendo-se matrizes que relacionam as distribuições de peso do código com seu dual
[2]. Neste trabalho mostramos que quando o poset é uma união disjunta de cadeias, tais matrizes
são inteiramente determinadas a partir das entradas referentes a uma das cadeias do poset. Utiliza-
mos os resultados obtidos para provar os resultados apresentados por Dougherty e Skriganov em [3]
através da P -métrica obtida ao invés da ρ-métrica utilizada pelos autores. Finalmente, mostramos
que todos os 3 casos de identidades generalizadas de MacWilliams apresentados em [2] correspon-
dem a distribuições de pesos associadas a uma relação de equivalência dada pela ação de um grupo
de automorfismos de P .
Palavras-chave: Código Lineares, Identidades de MacWilliams, Codigos Poset, Relações de equiva-
lência de tipo MacWilliams

Na teoria de Códigos Corretores de Erros, um dos resultados mais importantes são as identida-
des de MacWilliams, introduzidas por F.J. MacWilliams para espaços de Hamming, que relacionam
o polinômio enumerador do códigoC com o de seu código dualC ⊥.

Teorema 1 (Identidade de MacWilliams em espaços de Hamming). SejaFn
q um espaço de Hamming.

SeC é um [n , k , dH ] código linear sobre Fq então

WC ⊥ (x ) =
1

|C |
(1+ (q −1)x )n WC

�

1− x

1+ (q −1)x

�

.

Neste trabalho, apresentaremos alguns conceitos e resultados obtidos em [3] e [2] e veremos que
os resultados em [3] podem ser obtidos utilizando-se os métodos apresentados em [2] bem como
alguns resultados interessantes que conseguimos.

Em 1997 Rosenbloom e Tsfasman [12] introduziram na teoria de códigos uma métrica ρ em
Matn ,s (Fq ). Estes códigos tem sido estudados tanto do ponto de vista de combinatória quanto de
aplicações em teoria de informação [3, 7, 10, 11, 13].

Primeiramente, seja n = 1 e w = (ξ1, . . . ,ξs ) ∈Matn ,s (Fq ). Então colocamos ρ(0) = 0 e ρ(w ) =
max{i : ξi 6= 0} para w 6= 0. Agora seja Ω = (w1, . . . , wn )T ∈Matn ,s (Fq ), w j ∈Mat1,s (Fq ), 1 ≤ j ≤ n ,

colocamos ρ(Ω) =
n
∑

j=1

ρ(w j ). Para um código linear C ⊂Matn ,s (Fq ) dado, chamamos de espectro

de ρ-peso do códigoC o conjunto de números inteirosωr (C ) = |{Ω ∈C :ρ(Ω) = r }|, 0≤ r ≤ n s .
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Assim como na teoria clássica, conseguimos definir o enumerador deρ-peso deC por W (C |z ) =
n s
∑

r=0

ωr (C )z r =
∑

Ω∈C
zρ(Ω).

Introduza o seguinte produto interno em Matn ,s (Fq ). Primeiramente, seja n = 1 e w1 = (ξ
′

1, . . . ,ξ
′

s ),

w2 = (ξ
′′

1, . . . ,ξ
′′

s ) ∈ Mat1,s (Fq ). Coloque 〈w1, w2〉 =
s
∑

i=1

ξ
′

iξ
′′

s+1−i . Agora seja Ωi = (w
(1)
i , . . . , w (n )

i )
T ∈

Matn ,s (Fq ), i = 1, 2, w
( j )
i ∈Mat1,s (Fq ), 1≤ j ≤ n , coloque 〈Ω1,Ω2〉=

n
∑

j=1

〈w ( j )
1 , w

( j )
2 〉.

Para um códigoC ⊂Matn ,s (Fq ) dado, seu dualC ⊥ ⊂Matn ,s (Fq ) é definido por

C ⊥ = {Ω2 ∈Matn ,s (Fq ) : 〈Ω2,Ω1〉= 0∀Ω1 ∈C }.

Para o caso s = 1 e n arbitrário oρ-peso satisfaz a identidade do Teorema 1. Por outro lado, para
o caso n = 1 e s arbitrário, em [3] foi dada a seguinte identidade:

(q z −1)W (C ⊥|z ) +1− z = |C ⊥|z s+1(q (1− z )W (C |
1

q z
) +q z −1).

Para o caso de n e s arbitrários, o seguinte contra-exemplo mostra que extensões diretas dos
teoremas de tipo MacWilliams não existem para enumerador de ρ-peso.

Exemplo 1. Considere dois códigos linearesC1eC2 ⊂Mat2,2(F2)

C1 =
§�

0 0
0 0

�

,
�

1 0
1 0

�ª

, C2 =
§�

0 0
0 0

�

,
�

0 0
0 1

�ª

.

Assim W (C1|z ) = z 0+ z 2 = 1+ z 2 =W (C2|z ).
Os códigos duaisC ⊥1 e C ⊥2 ⊂Mat2,2(F2) são:

C ⊥1 =
§�

0 0
0 0

�

,
�

0 1
0 1

�

,
�

1 1
1 1

�

,
�

1 1
0 1

�

,
�

0 1
1 1

�

,
�

1 0
0 0

�

,
�

0 0
1 0

�

,
�

1 0
1 0

�ª

,

C ⊥2 =
§�

0 0
0 0

�

,
�

1 0
0 0

�

,
�

0 1
0 0

�

,
�

1 1
0 0

�

,
�

1 0
0 1

�

,
�

0 1
0 1

�

,
�

1 1
0 1

�

,
�

0 0
0 1

�ª

.

Assim o enumerador de ρ-peso de C ⊥1 e C ⊥2 é respectivamente W (C ⊥1 |z ) = 1+ 2z + z 2 + 4z 4 e
W (C ⊥2 |z ) = 1+z +3z 2+z 3+2z 4. Logo os polinômios não podem ser relacionados por uma relação
de tipo MacWilliams.

Em [3]Dougherty e Skriganov, considerando órbitas de um grupo linear preservando o ρ-peso,
mostram que o enumerador de peso associado a estas órbitas satisfaz os teoremas de tipo MacWil-
liams para códigos lineares mutuamente duais em Matn ,s (Fq ) com respeito a ρ-métrica.

Para isso, sendo Sn o grupo simétrico de todas as permutações de linhas da matrizΩ ∈Matn ,s (Fq )
e S (R )n ⊂ Sn dado por S (R )n = {σ ∈ Sn :σR =R } o subgrupo de estabilização, tomando Qn ,s ⊂Zn como
sendo o conjunto Qn ,s = {R = (r1, ..., rn ) : 0 ≤ r j ≤ s , 1 ≤ j ≤ n}, para R ∈ Qn ,s e uma permutação
σ ∈ Sn , tomando o conjunto Qn ,s /Sn = {R = (r1, . . . , rn ) : 0 ≤ r1 ≤ · · · ≤ rn ≤ s } e considerando ainda

esferas S (n ,s )(r ) em Matn ,s (Fq ) com respeito a métrica ρ, e os conjuntos FR =
n
∏

j=1

S (1,s )(r j ), R ∈Qn ,s ,

chamado fragmento e ΦR =
⋃

σ∈Sn/S
(R )
n

FσR , R ∈Qn ,s /Sn , união disjunta de fragmentos.

Para um código linear C ⊂Matn ,s (Fq ), são chamados T e H -espectro do código C respectiva-
mente, os seguinte conjuntos

tR (C ) = |{C ∩ FR }|, R ∈Qn ,s e hR (C ) = |{C ∩ΦR }|=
∑

σ∈Sn

tσR (C ), R ∈Qn ,s /Sn .
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Define-se então o T -enumerador por T (C |Z1, . . . , Zn ) =
∑

R∈Qn ,s

tR (C )
n
∏

j=1

z ( j )r j
, onde Z j = (z

( j )
0 , . . . , z

( j )
s )T ∈

Cs+1, 1≤ j ≤ n e o H -enumerador por H (C |Z ) =
∑

R∈Qn ,s /Sn

hR (C )
n
∏

j=1

zr j
, onde Z = (z0, . . . , zs )T ∈Cs+1

e se introduz então uma transformação linearΘs :Cs+1→Cs+1 colocando Z
′
=Θs Z , onde as entra-

das da matriz Θs = [θl k ], 0≤ l , k ≤ s são dadas por

θl k =











1 s e l = 0
q l−1(q −1) s e 0< l ≤ s −k
−q l−1 s e l +k = s +1
0 s e l +k > s +1

obtendo assim resultados em identidades de tipo MacWilliams para o T - e H -enumeradores,
os quais são enunciados a seguir.

Teorema 2. O T -enumerador dos códigos lineares mutuamente duais C e C ⊥ ⊂Matn ,s (Fq ) são re-
lacionados por

T (C ⊥|Z1, . . . , Zn ) =
1

|C |
T (C |Θs Z1, . . . ,Θs Zn ).

Teorema 3. O H -enumerador dos códigos lineares mutuamente duais C e C ⊥ ⊂Matn ,s (Fq ) são re-
lacionados por

H (C ⊥|Z ) =
1

|C |
H (C |Θs Z ).

Utilizam-se no trabalho entre outras coisas, transformadas de Fourier para provar os teoremas
e explicar como as entradas da matriz Θs são obtidas.

Porém, se considerarmos conjuntos parcialmente ordenados (abrev. posets), notamos que a
ρ-métrica pode ser vista como uma métrica poset sobre união disjunta de cadeias de mesma car-
dinalidade.

Seja P um poset em [n ] com relação de ordem �. Um ideal em P é um subconjunto I de P
tal que se x ∈ I e y ∈ P satisfaz y � x então y ∈ I . Se X é um subconjunto de P , o ideal gerado
por X , denotado por 〈X 〉P , é o menor ideal de P contendo X . Verifica-se que 〈X 〉P = {y ∈ P ;∃x ∈
X com y � x }.

O espaço vetorial Fn
q possui uma métrica naturalmente induzida por P . Para um vetor x ∈ Fn

q ,
definimos o suporte de x como sendo supp(x ) = {i : xi 6= 0}, o P -peso de x , ωP (x ), comoωP (x ) =
|〈supp(x )〉P |, e definimos ainda a P -distância entre x , y ∈Fn

q como dP (x , y ) =ωP (x− y ). Temos que
dP define uma métrica em Fn

q , assim, se Fn
q está munida dessa métrica, então um código de Fn

q é
chamado P -código. Estes códigos foram introduzidos em [1] e possíveis extensões das identidades
de MacWilliams para estes códigos foram estudadas em [4, 5, 6].

Em [2], Choi et al. definem relações de equivalências no conjunto de ideais ordenados do po-
set P , denotado por I (P ) e resultados sobre equivalências de tipo MacWilliams, as quais podem ser
utilizadas para se provar os resultados obtidos em [3] , além de obtermos alguns resultados interes-
santes, como veremos.

Primeiramente, seja P um poset em [n ] com relação de ordem� e P ∗ o poset dual, ou seja, com
as relações de ordem invertidas, isto é, x �P ∗ y se e somente se y �P x . Denotemos por I(P ) ao
conjunto de ideais de ordem de P e seja E uma relação de equivalência em I(P ). Se I é um ideal de
ordem em I(P ), então claramente o complemento I c de I é um ideal de ordem de P ∗.

Se P é um poset em [n ] e E é uma relação de equivalência em I(P ), dizemos que E ∗ é a relação
dual em I(P ∗) de E se satisfaz a seguinte propriedade: (I , J ) ∈ E é definido pela propriedade (A) em
I(P ), então (I c , J c ) ∈ E ∗ é também definida pela propriedade (A) em I(P ∗)

Definimos ainda algumas relações de equivalência que serão utilizadas, para isso, seja P um
poset em [n ] e I , J ∈ I(P ).

A relação EC em I(P ) é definida pela regra (I , J ) ∈ EC ⇔ |I | = |J |. Então EC é uma relação de
equivalência e a relação dual E ∗C em I(P ∗) é naturalmente determinada por |I c | = |J c |. Seja H um
subgrupo de Aut(P ).
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A relação EH em I(P ) é definida pela regra (I , J ) ∈ EH ⇔ σ(I ) = J para algum σ ∈ H . Então
EH é uma relação de equivalência e a relação dual E ∗H em I(P ∗) é naturalmente determinada por
σ(I c ) = J c .

A relação ES em I(P ) é definida pela regra (I , J ) ∈ ES ⇔ I ' J como um poset. Então ES é uma
relação de equivalência em I(P ).

Afim de conseguirmos a relação dual de ES precisamos definir um poset complemento de iso-
morfismo. Um poset P é um poset complemento de isomorfismo se satisfaz a seguinte condição:
para qualquer I e J em I(P ) temos que I ' J ⇔ I c ' J c .

Seja I um ideal de ordem do poset P em [n ]. Definimos a I -esfera, denotada por SI (x ) e a I c -
esfera, denotada por SI c (x ) de Fn

q centrada em x ∈Fn
q como:

SI (x ) = {y ∈Fn
q |〈supp(x − y )〉P = I } e SI c (x ) = {y ∈Fn

q |〈supp(x − y )〉P ∗ = I c }.

Como temos relações de equivalência, também definimos a I -esfera, SI ,E (x )e a I c -esfera, SI c ,E ∗ (x ),
centrada em x ∈Fn

q , com respeito a E e E ∗, respectivamente, como:

SI ,E (x ) = {y ∈F
n
q |(〈supp(x − y )〉P , I ) ∈ E } e SI c ,E ∗ (x ) = {y ∈F

n
q |(〈supp(x − y )〉P ∗ , I c ) ∈ E ∗}.

Por simplicidade escreveremos SI e SI c (respectivamente SI ,E e SI c ,E ∗) quando a esfera estiver
centrada no vetor nulo.

SejaC um P -código em Fn
q . Definimos

AI ,E (C ) := |SI ,E ∩C | e W (C , P, E ) :=
�

AI ,E (C )
�

I∈I (P )/E
.

Seja P um poset em [n], E uma relação de equivalência em I (P ) e E ∗ a relação dual em I (P ∗) de
E . Uma relação de equivalência E em I (P ) é de tipo MacWilliams se, para quaisquer P códigosC1 e
C2 em Fn

q , W (C1, P, E ) =W (C2, P, E ) implica W (C ⊥1 , P ∗, E ∗) =W (C ⊥2 , P ∗, E ∗), ou seja, a distribuição

de E ∗-peso, W (C ⊥, P ∗, E ∗) do código dual C ⊥, é unicamente determinada pela distribuição de E -
peso, W (C , P, E ) do códigoC e vice-versa.

Temos então dois teoremas que são dados em [2]

Teorema 4. Seja P um poset em [n ], E uma relação de equivalência em I (P ) e E ∗ a relação dual em
I (P ∗). São equivalentes:

(i) E é uma relação de equivalência de tipo MacWilliams em I (P ).

(ii) Para I ∈ I (P )/E e J c ∈ I (P ∗)/E ∗, temos]

(a) Se u e u
′

estão em SI ,E então
∑

v∈SJ c ,E ∗

χ(u · v ) =
∑

v∈SJ c ,E ∗

χ(u
′
· v )

(b) Se v e v
′

estão em SJ c ,E ∗ então
∑

u∈SI ,E

χ(u · v ) =
∑

u∈SI ,E

χ(u · v
′
)

(iii) Existem matrizes QE ∗ e PE sobre Fq tal que para qualquer P -código linearC ∈Fn
q , temos

(a) W (C ⊥, P ∗, E ∗) = 1
|C |W (C , P, E )P T

E ,

(b) W (C , P, E ) = 1
|C ⊥|W (C

⊥, P ∗, E ∗)Q T
E ∗ ,

onde P T
E e Q T

E ∗ denotam a matriz transposta de PE e QE ∗ respectivamente.

Definimos as matrizes QE ∗ e PE como: PE = [pJ c ,I ] e QE ∗ = [qI ,J c ], onde pJ c ,I =
∑

v∈SJ c ,E ∗

χ(u · v )

para u ∈ SI ,E e qI ,J c =
∑

u∈SI ,E

χ(u · v ) para v ∈ SJ c ,E ∗ . Aqui χ é um caracter aditivo não trivial.

Teorema 5. Seja P um poset em [n ] e H um subgrupo de Aut(P ).
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(i) EH é uma relação de equivalência de tipo MacWilliams em I (P ).

(ii) São equivalentes:

(a) P é um poset hierárquico.

(b) EC é uma relação de equivalência de tipo MacWilliams em I (P ).

(c) As duas relações de equivalência EC e EAut(P ) são as mesmas.

(iii) São equivalentes:

(i) P é um poset complemento de isomorfismo.

(ii) ES é uma relação de equivalência de tipo MacWilliams em I (P ).

Agora estamos em posição de apresentar alguns resultados que obtemos analisando os concei-
tos e resultados obtidos em [2] e a relação com os resultados de [3] .

Primeiramente, vemos que a relação de equivalência ES possui uma relação dual E ∗S se o poset
P for um complemento de isomorfismo e pelo Teorema 5 vemos que neste caso a relação é de tipo
MacWilliams. Porém, conseguimos mostrar que neste caso, as relações ES e EH são as mesmas, ou
seja, todo isomorfismo entre ideais pode ser estendido a um automorfismo do poset.

Teorema 6. Seja P um poset complemento de isomorfismo, sejam I , J ideais de P e seja f : I → J um
isomorfismo. Então existe um automorfismo f̃ de P tal que f̃ |I = f .

Demonstração: De fato, seja f : I → J um isomorfismo, então temos um isomorfismo g : I c → J c .
Seja x um elemento de I c tal que x � y , para qualquer y ∈ I . Afirmamos que o elemento y =
g (x ) em J c é tal que y � z para qualquer z ∈M (J ), onde M (J ) denota o conjunto dos elementos
maximais em J .

Suponha que existe um elemento f (a ) ∈M (J ) tal que y � f (a ), como g : I c −{x }→ J c −{g (x )}
é um isomorfismo e P é um complemento de isomorfismo então ϕ : I ∪ {x } → J ∪ {g (x )} é um
isomorfismo, então teríamos |M (I ∪ {x })| = |M (I )|+ 1 = |M (J )|+ 1 > |M (J ∪ {g (x )})| o que é uma
contradição. Logo, o elento y = g (x ) ∈ J c é tal que y � z para qualquer z ∈ J , e f̃ : I∪{x }→ J ∪{g (x )}
definida por f̃ (x ) = g (x ) e f̃ (w 6= x ) = f (w ) é um isomorfismo. Portanto podemos estender f para
todos os elementos de I c dessa forma.

Agora seja x um elemento de I c tal que 〈x 〉M ⊆ I , onde 〈x 〉M denota o conjunto dos elementos
não maximais do ideal gerado por x , e suponha que |M (〈x 〉M )|= k . Denotemos L = f (〈x 〉M ), então
temos que existe h : 〈x 〉cM → L c o qual é um isomorfismo e assim h : 〈x 〉cM − {x } → L c − {h (x )} é
também um isomorfismo e existe τ : 〈x 〉M ∪ {x } = 〈x 〉 → L ∪ {h (x )}, visto que 〈x 〉M ∪ {x } = (〈x 〉cM −
{x }c ) e L ∪{h (x )}= (L c −{h (x )})c . Note que se existisse um elemento z ∈ L c tal que h (x )� z então
L ∪{h (x )} não seria um ideal, assim temos que M (〈h (x )〉M )⊆ L e que se z ∈ L c então h (x )� z .

Como τ é um isomorfismo, |M (L ∪ {h (x )})| = 1, mas temos que h (x ) ∈M (L ∪ {h (x )}), pois caso
contrário existiria um elemento z ∈ L tal que z � h (x ) e teríamos que h (x ) ∈ L o que é uma contra-
dição. Logo temos que |M (〈h (x )〉M )|= k . Portanto podemos estender f a todos os elementos dessa
forma em I c .

Note que |I c |= r <∞ e o par (I , f ) pode ser estendido para (I1 = I ∪{x }, f̃1), continuando esse
processo r vezes, conseguiremos Ir = P e o automorfismo f̃r o qual é uma extensão de f para o
poset todo.

Além desse resultado, tomando P como um poset união de n cadeias disjuntas de comprimento
s , conseguimos mostrar que há uma isometria entre Matn ,s (Fq ) eFn s

q e uma relação biunívoca entre
os conjuntos I (P ) e Qn ,s , bem como I (P ∗) e Qn ,s . Com isso conseguimos relacionar os conjuntos FR

e SI e tomando H = Sn temos também uma relação biúnivoca entre I (P )/EH e Qn ,s /Sn , bem como
I (P ∗)/E ∗H e Qn ,s /Sn e entre ΦR e SI ,EH

bem como ΦR e SJ c ,E ∗H
.

Conseguimos mostrar então que, tomando H = I d ∈ Aut(P ), temos FR ' SI ,E = SI ,E e FR '
SJ c ,E ∗ e além disso tR (C ) ' AI ,E (C ) e tR (C ⊥) ' A J c ,E ∗ (C ⊥), donde conseguimos a identidade de
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MacWilliams para o T enumerador dado em ... utilizando identidade dada no item (ii) do Teorema
4. O mesmo pode ser feito para o H enumerador visto que H (C |Z ) = T (C |Z , Z , . . . , Z ).

Outro resultado encontrado foi uma relação entre a matriz Θs e a matriz Q T
E ∗H

.

Teorema 7. Seja P um poset união de n cadeias disjuntas de comprimento s .

(i) Se n = 1, então a matriz Q T
E ∗H

obtida é a matriz Θs .

(ii) Se n > 1, a matriz QE ∗H
referente ao conjunto I (P ∗) de todos os ideais no poset, é totalmente deter-

minada pelas entradas obtidas no item (i).

Concluímos então que no caso em que as relações de equivalência são de tipo MacWilliams,
podemos analisar apenas as relações EH e EC , e que sob a luz dos resultados obtidos em [2]podemos
conseguir os resultados em [3] .
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