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Resumo: Um dos resultados mais importantes na teoria de codigos sdo as identidades de MacWil-
liams, que relacionam a distribuicdo de pesos de um codigo com a de seu dual. Kim e Oh mostra-
ram que quando estamos trabalhando com cédigos lineares sobre conjuntos parcialmente ordenados
(abrev. posets), tais identidades valem se e somente se o poset é hierdrquico [6]. Choi et al. con-
sideram distribuigbes de pesos de um cédigo poset em que se leva em conta também uma relagdo
de equivaléncia no conjunto I(P) dos ideais de ordem do poset P, sendo que o polindomio enume-
rador cldssico corresponde ao caso em que dois ideais sdo equivalentes se tem o mesmo niimero de
elementos. Neste contexto derivam-se identidades semelhantes as de MacWilliams para posets ndo-
hierdrquicos, obtendo-se matrizes que relacionam as distribuigoes de peso do cédigo com seu dual
[2]. Neste trabalho mostramos que quando o poset é uma unido disjunta de cadeias, tais matrizes
sdo inteiramente determinadas a partir das entradas referentes a uma das cadeias do poset. Utiliza-
mos os resultados obtidos para provar os resultados apresentados por Dougherty e Skriganov em [3]
através da P -métrica obtida ao invés da p -métrica utilizada pelos autores. Finalmente, mostramos
que todos os 3 casos de identidades generalizadas de MacWilliams apresentados em [2] correspon-
dem a distribuicées de pesos associadas a uma relagéo de equivaléncia dada pela ag¢do de um grupo
de automorfismos de P.

Palavras-chave: Cédigo Lineares, Identidades de MacWilliams, Codigos Poset, Relagoes de equiva-
léncia de tipo MacWilliams

Na teoria de Codigos Corretores de Erros, um dos resultados mais importantes sdo as identida-
des de MacWilliams, introduzidas por EJ. MacWilliams para espacos de Hamming, que relacionam
o polinémio enumerador do c6digo 6 com o de seu cédigo dual €.

Teorema 1 (Identidade de MacWilliams em espacos de Hamming). Seja IFZ um espacgo de Hamming.
Se ¢ éum|n, k,dy] codigo linear sobreF , entdo

Wei(x)= |?{|(1 +(g—1)x)" Wy (HL/—jMJ

Neste trabalho, apresentaremos alguns conceitos e resultados obtidos em [3] e [2] e veremos que
os resultados em [3] podem ser obtidos utilizando-se os métodos apresentados em [2] bem como
alguns resultados interessantes que conseguimos.

Em 1997 Rosenbloom e Tsfasman [12] introduziram na teoria de c6digos uma métrica p em
Mat, ;(F,). Estes codigos tem sido estudados tanto do ponto de vista de combinatdria quanto de
aplicacoes em teoria de informacdo [3, 7, 10, 11, 13].

Primeiramente, sejan =1e w =(&y,...,&;) € Mat,, ;(F,). Entdo colocamos p(0)=0e p(w) =
max{i : £; # 0} para w # 0. Agora seja Q = (w,,..., w,)’ € Mat, ((F,), w; € Mat, ((F,),1 < j < n,

n

colocamos p(Q) = Z p(w;). Para um cédigo linear ¢ c Mat, ((F,) dado, chamamos de espectro

j=1
de p-peso do cddigo 6 o conjunto de nimeros inteiros w,(6¢)={€ € : p(Q)=r},0<r < ns.
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Assim como na teoria cldssica, conseguimos definir o enumerador de p-peso de 6 por W(%6|z) =

ns
Zwr(%)zr = Z ZPW,
r=0 Qe ,
Introduza o seguinte produto interno em Mat,, ;(F,). Primeiramente, sejan=1e w; =(&,,...,&
S

1 i / 1 . 1
wy = (&y,...,&,) € Mat, ((F,). Coloque (wy, un) = » &€, ;. Agoraseja(); = (wlg L wl("))T €
=1

i
n

Mat,, ((Fg),i=1,2, wlﬁf) €Mat, ((F,),1< j <n, coloque (,,) = Z(w{j), w(j)).
j=1
Para um co6digo ¢ C Mat,, ((F,) dado, seu dual ¢ 1 cMat,, s(F4) € definido por

¢+ ={0, eMat, ;(F,): (2,Q) =0Y2, € 6}.
Para o caso s =1 e n arbitrario o p-peso satisfaz a identidade do Teorema 1. Por outro lado, para
o caso n =1 e s arbitrério, em [3] foi dada a seguinte identidade:
1
(qz—1D)W (6 z)+1—z =62 (g(1 —z)W(<g|%)+ qz—1).
Para o caso de n e s arbitrarios, o seguinte contra-exemplo mostra que extensoes diretas dos
teoremas de tipo MacWilliams ndo existem para enumerador de p-peso.

Exemplo 1. Considere dois codigos lineares 6;e%, C Mat, ,(IF,)

ae(3 ) ({2 22 2

Assim W(6,|2) =2+ 2% =1+ 2% = W(%6,|2).
Os c6digos duais 6;- e 6;- € Maty »(F,) sdo:

s={le o) )0 o ) e o (v o) o))
={lo o }lo o)o o Jlo o) (o VMo ) lo 1 )0 V)

Assim o enumerador de p-peso de <€1L e <€2L é respectivamente W((@”ILIZ) =1+4+2z+2z%+4z%e
W(‘ész) =1+4z+3z2+2z3+2z% Logo os polindbmios ndo podem ser relacionados por uma relagdo
de tipo MacWilliams.

p—
o O

—

o
p—

Em [3] Dougherty e Skriganov, considerando 6rbitas de um grupo linear preservando o p-peso,
mostram que o enumerador de peso associado a estas 6rbitas satisfaz os teoremas de tipo MacWil-
liams para c6digos lineares mutuamente duais em Mat,, (F;) com respeito a p-métrica.

Paraisso, sendo S, o grupo simétrico de todas as permutagoes de linhas da matriz2 € Mat,, ;(F,)
e S,SR) c S, dado por S,(lR) ={o €S, : 0R = R} o subgrupo de estabilizacao, tomando Q,, ; C Z" como
sendo o conjunto Q, s = {R = (r,...,7,) : 0< 1; < 5,1 < j < n}, para R € Q,,; € uma permutagao
o €S, tomando o conjunto Q, /S, ={R=(r,...,1,):0< <--- <1, < 5} e’gonsiderando ainda

esferas SU»9)(r) em Mat, (F,) com respeito a métrica p, e os conjuntos Fp = l_[S(l's)(rj), ReQ,;,
j=1
chamado fragmento e &y = U F;r,R€Q, ¢/S,, unido disjunta de fragmentos.

o€, /SP
Para um c6digo linear ¢’ ¢ Mat,, ((F,), sdo chamados T e H-espectro do codigo 6’ respectiva-

mente, 0s seguinte conjuntos

tR(€)={E N F}, RE€ Qs € hp(6)=HE NP =D t5r(€), R € Qus/Sy.

o€S,
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n

Define-se entdo o T-enumerador por T(6|23,...,Z,)= Z tR(‘g)l_[zg),onder :(z((,j),...,zﬁj))Te

ReQn,s j:1
n
C**1,1< j < neo H-enumerador por H(6|Z)= Z hR(‘g)l_[zrj, onde Z =(z,...,25)T € CsH!
RGQn,s/Sn Jj=1

e se introduz entdo uma transformacao linear ©; : C$*! — C**! colocando Z '=0,Z, onde as entra-
das da matriz O, =[6,;],0 < [, k < s sdo dadas por

1 se 1=0
0, — g (g—1) se 0<Il<s—k
k=7 —git se I+k=s+1
0 se l+k>s+1

obtendo assim resultados em identidades de tipo MacWilliams para o T- e H-enumeradores,
0s quais sdo enunciados a seguir.

Teorema 2. O T -enumerador dos cédigos lineares mutuamente duais € e 6+ C Mat,, ((F,) sdo re-

lacionados por
1
T(6Y2y,...,Z,) = @T(%IGSZD 0 0,2,).
Teorema 3. O H -enumerador dos cédigos lineares mutuamente duais 6 e 6+ Mat, (F,) sao re-
lacionados por
1
H(¢Y2)= @H(%G)SZ).

Utilizam-se no trabalho entre outras coisas, transformadas de Fourier para provar os teoremas
e explicar como as entradas da matriz O, sdo obtidas.

Porém, se considerarmos conjuntos parcialmente ordenados (abrev. posets), notamos que a
p-métrica pode ser vista como uma métrica poset sobre unido disjunta de cadeias de mesma car-
dinalidade.

Seja P um poset em [n] com relacdo de ordem <. Um ideal em P é um subconjunto I de P
talquese x € I e y € P satisfaz y < x entdo y € I. Se X é um subconjunto de P, o ideal gerado
por X, denotado por (X)p, é o menor ideal de P contendo X. Verifica-se que (X)p ={y € P;3dx €
X com y < x}.

O espago vetorial IE‘Z possui uma métrica naturalmente induzida por P. Para um vetor x € F”,
definimos o suporte de x como sendo supp(x) = {i : x; # 0}, o P-peso de x, wp(x), como wp(x)=
|(supp(x))p|, e definimos ainda a P-distancia entre x, y € IFZ como dp(x,y)=wp(x—y). Temos que
dp define uma métrica em ]FZ, assim, se IE‘Z estd munida dessa métrica, entdo um cédigo de IFZ é
chamado P-cédigo. Estes codigos foram introduzidos em [1] e possiveis extensoes das identidades
de MacWilliams para estes c6digos foram estudadas em [4, 5, 6].

Em [2], Choi et al. definem rela¢des de equivaléncias no conjunto de ideais ordenados do po-
set P, denotado por I(P) e resultados sobre equivaléncias de tipo MacWilliams, as quais podem ser
utilizadas para se provar os resultados obtidos em [3] , além de obtermos alguns resultados interes-
santes, COmo veremos.

Primeiramente, seja P um poset em [n] com relacdo de ordem < e P* o poset dual, ou seja, com
as relacoes de ordem invertidas, isto é, x <p. y se e somente se y <p x. Denotemos por I[P) ao
conjunto de ideais de ordem de P e seja Euma relacdo de equivaléncia em I[P). Se I é um ideal de
ordem em I(P), entao claramente o complemento /¢ de I é um ideal de ordem de P*.

Se P é um poset em [n] e E é uma relacdo de equivaléncia em [P), dizemos que E* é arelacao
dual em I(P*) de E se satisfaz a seguinte propriedade: (I, J) € E é definido pela propriedade (A) em
I(P), entao (I¢, J¢) € E* é também definida pela propriedade (A) em I[P*)

Definimos ainda algumas relacdes de equivaléncia que serdo utilizadas, para isso, seja P um
posetem [n]e I, ] € [[P).

A relacdo E; em I(P) é definida pela regra (I, J) € Ec < |I| =|]J|. Entdo E; é uma relagdo de
equivaléncia e a relagdo dual Ef. em I(P*) é naturalmente determinada por [I°| = [J¢|. Seja H um
subgrupo de Aut(P).
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A relagdo Ey em [(P) é definida pela regra (I, J) € Ey < o(I) = J para algum o € H. Entao
Ey € uma relacdo de equivaléncia e a relacdo dual E}; em I[P*) é naturalmente determinada por
o(I°)=7J°.

A relagdo Eg em I(P) é definida pela regra (I, J) € Es <> I ~ J como um poset. Entdo Eg é uma
relacdo de equivaléncia em I(P).

Afim de conseguirmos a relacdo dual de Es precisamos definir um poset complemento de iso-
morfismo. Um poset P é um poset complemento de isomorfismo se satisfaz a seguinte condicao:
para qualquer I e f em I[P)temosque [ >~ J & [€ ~ J€,

Seja I um ideal de ordem do poset P em [n]. Definimos a I-esfera, denotada por S;(x)ea I¢-
esfera, denotada por S;.(x) de IE‘Z centradaem x € IE‘Z como:

Si(x)={y €Fyl(supp(x—y))p =1} e Sje(x)={y €Fyl{supp(x —y))p. =1°}.

Como temosrelacoes de equivaléncia, também definimos a I -esfera, S; ;(x)ea I¢-esfera, Siz ;.(x),
centradaem x € IFZ, com respeito a E e E*, respectivamente, como:

S £(x)={y €F2I(supp(x —y)p, V€ E} € Sz p(x) = {y €F2|((supp(x — 1)) pe, I°) € E*}.

Por simplicidade escreveremos S; e S;c (respectivamente S; ; e Sz z.) quando a esfera estiver
centrada no vetor nulo.
Seja 6 um P-c6digo em IFZ. Definimos

A;p(6):=IS; ;N6 e W(6,PE):= [AT,E(%)]TGI(P)/E'

Seja P um poset em [n], E uma relacdo de equivaléncia em I(P) e E* arelacdo dual em I(P*) de
E. Umarelacao de equivaléncia E em I(P) é de tipo MacWilliams se, para quaisquer P c6digos 6; e
6, emF}, W(6,, P, E) = W(%p, P, E) implica W (6, P*, E*)= W(64, P*, E*), ou seja, a distribuigdo
de E*-peso, W(%*, P*, E*) do cédigo dual 6+, é unicamente determinada pela distribuicao de E-
peso, W(%, P, E) do cédigo 6 e vice-versa.

Temos entdo dois teoremas que sdo dados em [2]

Teorema 4. Seja P um poset em [n), E uma relagdo de equivaléncia em I(P) e E* a relacdo dual em
I(P*). Sao equivalentes:

(i) E é uma relacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I(P).
(ii) Parale€I(P)/E eJc € I(P*)/E*, temos]

(a) Seueu/estdoem&,,Eentdo Z y(u-v)= Z )((u/-v)

UGS]T,E* UES]T,E*
/ - ~ /
(b) Sevev estaoem Sy . entdo Z y(u-v)= Z y(u-v)
ueSI'E ”5&1,5

(iii) Existem matrizes Qg. e Pg sobreF ; tal que para qualquer P -cddigo linear 6 € IE‘Z, temos

(@ W(G, P E*)=zW(6,PEP],

(b) W(E,PE)=gmW(E" P* E)QL.,

onde PET eQ ET* denotam a matriz transposta de Pg e Q. respectivamente.

Definimos as matrizes Qg+ € P como: Py =[p: 7] € Qg = [g7 7], onde pyr7 = Z y(u-v)

veS]—c' E*
para u €Sy € gy = 2 x(u-v)para v € S5 .. Aqui y € um caracter aditivo nao trivial.

ue&L E

Teorema 5. Seja P um poset em|[n] e H um subgrupo de Aut(P).
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(i) Ey é uma relacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I(P).
(ii) Sdo equivalentes:

(a) P é um poset hierdrquico.
(b) Ec é uma relagdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em 1(P).

(c) Asduas relagoes de equivaléncia Ec e Epyypy S0 as mesmas.
(iii) Sdo equivalentes:

(i) P é um poset complemento de isomorfismo.

(ii) Eg é uma relacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I(P).

Agora estamos em posi¢do de apresentar alguns resultados que obtemos analisando os concei-
tos e resultados obtidos em [2] e a relagdo com os resultados de 3] .

Primeiramente, vemos que a relagdo de equivaléncia Es possui uma relag¢do dual Eg se o poset
P for um complemento de isomorfismo e pelo Teorema 5 vemos que neste caso a relagdo é de tipo
MacWilliams. Porém, conseguimos mostrar que neste caso, as relacoes Es e Ey sdo as mesmas, ou
seja, todo isomorfismo entre ideais pode ser estendido a um automorfismo do poset.

Teorema 6. Seja P um poset complemento de isomorfismo, sejam 1, ] ideaisde P eseja f : I — ] um
isomorfismo. Entdo existe um automorfismo f de P tal que f|; = f.

Demonstracdo: De fato, seja f : I — J um isomorfismo, entdo temos um isomorfismo g : I¢ — J€.
Seja x um elemento de /¢ tal que x ¥ y, para qualquer y € I. Afirmamos que o elemento y =
g(x)em J¢ étal que y ¥ z para qualquer z € M(J), onde M(J) denota o conjunto dos elementos
maximais em J.

Suponha que existe um elemento f(a)e M(J)tal que y > f(a), como g:I¢—{x}— J*—{g(x)}
é um isomorfismo e P é um complemento de isomorfismo entdo ¢ : JU{x} — JU{g(x)} é um
isomorfismo, entdo teriamos |[M(I U{x})| = |M(I)|+1=|M(J)|+1> |M(JU{g(x)})| o que é uma
contradicio. Logo, oelento y = g(x)€ J¢ étalque y # z paraqualquerz € J, e f : Iu{x} — Ju{g(x)}
definida por f (x)=g(x)e f (w # x) = f(w) é um isomorfismo. Portanto podemos estender f para
todos os elementos de I¢ dessa forma.

Agora seja x um elemento de ¢ tal que (x),, € I, onde (x),; denota o conjunto dos elementos
ndo maximais do ideal gerado por x, e suponha que |[M({x);)| = k. Denotemos L = f({x),,), entao

temos que existe h : (x)§, — L¢ o qual é um isomorfismo e assim & : (x)§, —{x} — L —{h(x)} é

também um isomorfismo e existe 7 : (x)y U {x} = (x) — LU{h(x)}, visto que (x)p U {x} = ({x)§, —
{x}¢)e LU{h(x)}=(L°—{h(x)})°. Note que se existisse um elemento z € L° tal que h(x) > z entdo
LU {h(x)} nao seria um ideal, assim temos que M ((h(x))y;) € L e que se z € L entdo h(x) ¥ z.

Como 7 é um isomorfismo, |[M(LU{h(x)})| =1, mas temos que h(x) € M(LU{h(x)}), pois caso
contrdrio existiria um elemento z € L tal que z > h(x) e teriamos que h(x) € L o que é uma contra-
dicdo. Logo temos que |M ({h(x))s)| = k. Portanto podemos estender f a todos os elementos dessa
formaem I°.

Note que |I°| = r < 0o e o par (I, f) pode ser estendido para (I; = I U{x}, f;), continuando esse
processo r vezes, conseguiremos I, = P e o automorfismo f, o qual é uma extensio de f para o
poset todo. ]

Além desse resultado, tomando P como um poset unido de n cadeias disjuntas de comprimento
s, conseguimos mostrar que hd uma isometria entre Mat,, ((F,) e ]FZS e uma relacdo biunivoca entre
os conjuntos I(P) e Q, s, bem como I(P*) e Q, ;. Com isso conseguimos relacionar os conjuntos Fy
e S; e tomando H =S, temos também uma relacdo bitnivoca entre I(P)/Ey e Q, s/S,, bem como
I(P*)/E}; € Qp,5/S, e entre ®p € St g, bem como @ e SW,E;,'

Conseguimos mostrar entdo que, tomando H = Id € Aut(P), temos Fg ~ S;p = S;p € Fg ~
Sje g € além disso tz(%) ~ A7 ;(6) e tp(6*) ~ Ay .(61), donde conseguimos a identidade de
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MacWilliams para o T enumerador dado em ... utilizando identidade dada no item (ii) do Teorema
4. O mesmo pode ser feito para o H enumerador visto que H(6|Z2)=T(¢1|Z,Z,...,Z).
Outro resultado encontrado foi uma relacdo entre a matriz ©; e a matriz Q ETI,_}

Teorema 7. Seja P um poset unido de n cadeias disjuntas de comprimento s.
(i) Sen =1, entdo a matrizQ}. obtida é a matriz©;.
H

(i) Sen> 1, amatrizQg; referente ao conjunto I(P*) de todos os ideais no poset, é totalmente deter-
minada pelas entradas obtidas no item (7).

Concluimos entdao que no caso em que as relacdes de equivaléncia sdo de tipo MacWilliams,
podemos analisar apenas as relacoes Ey; e E¢, e que sob aluz dos resultados obtidos em [2] podemos
conseguir os resultados em [3] .
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