Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.
Trabalho apresentado no CMAC-Sul, Curitiba-PR, 2014.

Ondas em Agua: Um Estudo da Altura e Angulo de Quebra

Sebastiao Romero Franco,
Departamento de Matematica, UNICENTRO,
Campus Irati-PR
84500-000, Irati, PR
E-mail: romero@irati.unicentro.br, romero.unicentro@yahoo.com.br.

Leandro Farina
Departamento de Matematica Pura e Aplicada - UFRGS
91509-900, Porto Alegre, RS e
Basque Center for Applied Mathematics - BCAM
48009, Bilbao, Pais Basco, Espanha
E-mail: farina@mat.ufrg.br.

Resumo: Um método de aproximacdo de Fourier é utilizado para a modelagem e simulacdo de
ondas completamente nao lineares permanentes. O conjunto de equacdes nao lineares resultante
¢ resolvido pelo método de Newton. O empinamento de ondas € simulado, usando como base,
comparacgoes com dados experimentais. As alturas e angulos de quebra sdo analisados até o
limite de inadequacdo do método numérico. Os resultados se mostram bastante préoximos dos
critérios preditos pela teoria de ondas de superficie completamente ndo lineares e contribuem
para proporcionar informagdes adicionais sobre o estudo da relagdo entre modelagem computa-
cional e a teoria de ondas permanentes.
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1 Introducao

Ondas em agua constitui um topico que tem sido extensivamente estudados em diferentes domi-
nios da ciéncia. Os fené6menos de empinamento e quebra de ondas possui um lugar de destaque
neste contexto, visto que a energia de ondas estd intrinsecamente associada a altura de onda.
Métodos experimentais, analiticos e computacionais tém sido utilizados para a investigacao des-
tes fenomenos. Entre estes, os dados de campo apresentados por Hansen [9] e de medigoes
em laboratério, originalmente obtidos por Eagleson [7] sdo dados cldssicos para a validagao de
métodos numéricos.

Do ponto de vista analitico e computacional o artigo de Rienecker e Fenton [11] foi um dos
primeiros a propor um método para a simulagao de ondas aqudticas completamente nao lineares
permanentes. Denominado como método de Fourier, esta técnica nao assume aproximagoes
analiticas e a solugao das equagoes nao lineares governantes para a dinamica de ondas é expressa
por uma, série de Fourier.

Abordagens com aproximagoes analiticas para o calculo de ondas nao lineares também tém
sido empregadas. Freilich e Guza [5] usam variantes das equagdes de Boussinesq para estudar
o empinamento de ondas. Fenton [4] deduziu expressdes de quinta ordem baseadas na teoria
de Stokes e apresentou resultados numéricos, comparando-os com dados experimentais. Neste
mesmo contexto, Pihl et. al. [6] examinou o empinamento de ondas descritas por uma aproxi-
macao de sexta ordem da teoria de Stokes na presenca de uma corrente.
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Para estudos da dinamica de ondas nao lineares com énfase mais computacional, citamos
o artigo de Drimer e Agnon [2] que utiliza o método de elemento de contorno e o trabalho de
Ducrozet et. al. [3] que faz um estudo comparativo de dois métodos rapidos para o problema de
ondas de superficie nao lineares: o método espectral de ordem superior e método de diferencas
finitas de alta ordem.

Neste artigo, resolvemos o problema de ondas de superficie completamente nao lineares per-
manentes pelo método de Fourier combinado com o método de Newton. Nenhuma aproximacao
analitica é feita e assumimos que em um fundo com declividade, as ondas em qualquer profun-
didade se comportam como se o fundo fora horizontal. A aproximacao por séries de Fourier
permitiu o célculo de solugoes acuradas, mesmo para ondas altas e para todos comprimentos de
onda, exceto para o limite de um séliton. Exploramos estas caracteristicas para estudar com
certo nivel de detalhe o fené6meno de empinamento de ondas.

2 Modelo Matematico

A descricao matematica da propagacao de ondas de gravidade na superficie da dgua usualmente
requer a consideracao de algumas hipéteses das propriedades da dgua e do movimento realizado
por ela. Para isso, considera-se um fluido homogéneo, incompressivel e com movimento irrota-
cional onde a principal forca restauradora é devido a gravidade. Além disso, a viscosidade e a
tensao superficial sdo despreziveis. Ademais, nao consideraremos a forcante do vento.

Para o problema de ondas bidimensional permanentes, a formulagdao do problema é desenvol-
vida em termos da funcao corrente ¢. Para isso, assume-se que a coordenada z indica a diregao
horizontal, y indica a direcdo vertical e a origem do sistema cartesiano encontra-se no fundo
da dgua. Denotamos por (u,v) as componentes do vetor velocidade u e a fungao corrente ¢ é

definida de tal forma que v = g—w ev = —gi. ¥(x,y) satisfaz a equagdo da continuidade, ou
Yy Tz
seja, V -u =0 e a equagao de Laplace
0% 0%

As condigoes de contorno que devem ser satisfeitas pela funcao de corrente sao
¥(z,0) =0, (2)

na origem (fundo) e na superficie livre y = n(z), respectivamente.

Na equagao (3), @ ¢ a vazao volumétrica por unidade de comprimento de crista na diregao
normal ao plano xy. Neste caso, assume-se que o fluxo se movendo da direita para a esquerda
estard no sentido negativo. Na superficie livre, a pressao é constante, assim, pela equacao de

Bernoulli, tem-se:
I VCIANNCIAY
2 |\ Ox oy

onde R é a energia total do sistema.

+n=R, (4)

3 Aproximacao de Ondas Completamente Nao Lineares Perma-
nentes

A aproximacao da solugao sera obtida através de um método espectral, como visto em Dom-
mermuth e Yue [1], combinado com o método de Newton. Para isso, as varidveis foram adi-
mensionalizadas com respeito a aceleracao da gravidade, g e a profundidade média da &dgua,

7.
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Para resolver o problema numericamente, considerando a simetria da onda pela crista, ¥ (z, y)
pode ser discretizada ao longo de N +1 pontos, da crista ao cavado da onda, e expandida como [8]

N . .
senhjkn, jmm
B g B; =0 5
07m + =  cosh jkD O\ TN +Q ’ (5)
1 1
§u2n+§v72n+77m_R = 0, (6)

param=0,1,..., N, onde

N . .
. cosh jkn, jmm
= By+k B;
tm 0t ;‘7 7 cosh jkD o8 < ’

al senhjkn jmm
= k B, ke
vm jz::l] 7 cosh jkD sen< N ) ’

Onde D é um nivel de referéncia arbitraria.
Como a altura média admensionalizada da onda é unitaria, podemos escrever

1 N—-1
— (m+nv+2> n|-1=0. (7)

2N ,
j=1

A altura H é a diferenca entre a elevagdo da crista 79 e do cavado ny da onda, assim,
no—nn —H=0. (8)
A equacao que envolve o periodo 7 da onda, por sua vez, é dada por,
ker — 2w =0, 9)

onde ¢ é a velocidade de fase da onda, k é o nimero de onda e A é o comprimento de onda.
Em um regime permanentes de ondas, a vazao volumétrica () é igual a velocidade média com
que a particula de fluido se move. Portanto, a velocidade de transporte de massa, dado por c;
pode ser expressa por
c—cs—Q=0. (10)

Por fim, as 2N + 6 equagoes (5), (6),(7)—(10) formam um sistema fechado para as varidveis
(njaBJ(] = 07 17' . '7N)7k7Q7va)'

4 Resultados

Para a comparacao com os experimentos, usaremos dados de ondas obtidos em praias e em
tanques de teste. Estes experimentos foram originalmente relatados nos artigos de Hansen e
Svendsen [9] e posteriormente utilizados como comparagao com outros métodos e teorias. Veja,
por exemplo [11] e [13].

Os dados experimentais foram obtidos a partir de declividades de praia uniformes de 1/35 [9].
Os dados foram coletados até a quebra da onda, ponto este em que a modelagem presente neste
trabalho nao é mais aplicavel.

Para a realizacao das simulagoes usamos os parametros D = 1, o niimero de termos N para
as expansoes de Fourier em (5) e (6) igual a 16 e a taxa de declividade do fundo r = 0,999. Para
efeito de comparacao, a linha soélida indica os dados obtidos a partir das simulacoes numéricas
com o presente método e os pontos indicam os dados obtidos experimentalmente por [9].

Nas figuras 1, mostramos a altura de onda em funcao da profundidade. Neste caso foram
simulado trés ondas, (a), (b) e (c), respectivamente. Para a realizagdo das simulagoes foram
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Figura 1: Altura da onda em funcao da profundidade da dgua.

fornecido os valores da altura inicial e periodo inicial da onda. No caso da onda (a), a altura
inicial foi Hy = 93 mm e o periodo inicial 79 = 1 s, enquanto que nas ondas (b) e (c), os valores
foram Hyp =39 mm e 79 = 1,67 s para a onda (b) e Hy = 12 mm e 79 = 3,33 s para a onda (c).

A onda (b) é mais baixa e possui um periodo inicial maior que a onda (a), enquanto que a
onda (c) apresenta um periodo significativamente maior que as anteriores. Com isso, observamos
graficamente que as simulagoes apresentam uma boa concordancia com os dados experimentais.
Em particular, o empinamento das ondas é notavel, com a diminuicao da profundidade, em
todos os casos até valores bem proximos ao ponto de quebra da onda.

4.1 Altura e Angulo de Quebra

Ondas propagando na zona de empinamento de onda, em aguas intermedidrias, tornam-se ins-
taveis e quebram quando a velocidade da particula de dgua na crista da onda torna-se igual ou
superior a velocidade de fase da onda. Na quebra, a altura da onda ¢é limitada pela profundidade
e comprimento de onda. Para uma dada profundidade e periodo de onda, hd um limite maximo
para a altura da onda, chamado de altura de quebra da onda. De acordo com a teoria de Stokes,
em &aguas intermedidrias, a altura de quebra é % =0,78 [12, p. 06].

Em nosso modelo, n(x) é por definigdo unicamente definida para cada z. Portanto, obrigato-
riamente o método utilizado para solucao nao se aplicara até o limite fisico da quebra da onda.
Antes da quebra, a superficie da onda se torna multivaluada e portanto ndo modeldvel por uma
funcao. No caso especifico do método de Newton, este divergira.

Definimos como altura de quebra de onda computacional e denotamos por (%:)b, a ultima

altura para a qual houve convergéncia do método de Newton que resolve o modelo computacional.
A figura 2 mostra a evolugao parametro altura por profundidade, dado por H*/77* e a altura

de quebra de onda computacional (%I:)b em fungao do parametro 77/, a profundidade relativa

ao comprimento de onda. Nesta figura estao representados os casos referentes as ondas (a), (b)
e (c) descritas na figuras 1.

As curvas 2(a) e 2(b) quebraram a uma profundidade relativa de g =0,13256 e ? =0,0516,
respectivamente. Isso indica que o processo de empinamento até a quebra da onda ocorreu
em aguas intermediarias. A onda representada na figura 2(c) é significativamente mais longa
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Figura 2: A evolucao do pardmetro H*/7* e a altura de quebra de onda computacional.

e apresenta praticamente todo o seu processo de empinamento em aguas rasas, quebrando em
uma profundidade relativa de ? ~ 0,027. Observamos nas figuras que que o modelo e método
computacional preveem uma altura de quebra muito proxima da observada experimentalmente.

Usando a teoria de Stokes, pode-se mostrar [10] que o dngulo de quebra de uma onda é
120°. Usaremos o método espectral descrito neste trabalho para estimar o dngulo de quebra
computacional a, ou seja, aquele até quando podemos obter convergéncia do método de Newton
usado para resolver o sistema de equagoes nao lineares que governam as ondas em agua.

A figura 3 mostra o perfil e o angulo de quebra da onda (b) descrita na figura 1. A figura é
dupla: a parte (I) mostra o perfil da onda no instante inicial, com 77§ = 300 mm, Hj = 39 mm e
75 = 1,67 s e a parte (II), no momento da quebra de onda computacional com uma profundidade
de 7* = 93,52mm. Uma linha reta horizontal é incluida em todas as figuras para representar a
profundidade média.

Pode-se verificar que o modo com que a onda empina-se depende diretamente do comprimento
de onda. Para ondas de maior comprimento, temos que o cavado da onda torna-se mais longo
horizontalmente. Com isto, a crista tem uma elevacao mais acentuada no comprimento de onda.

Os angulos de quebra computacionais das ondas (a), (b) e (c¢) descritas nas figuras 1 foram
134,12°,142,64° e 126, 20°, respectivamente.
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Figura 3: Perfil das ondas no instante inicial e no momento da quebra
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5 Conclusoes

Um método de aproximacao de Fourier foi utilizado para a modelagem e simulacao de ondas
completamente nao lineares permanentes. O conjunto de equacoes nao lineares resultante foi
resolvido pelo método de Newton. Apds uma cuidadosa readimensionalizacdo, supomos que
em um fundo inclinado, as ondas, em qualquer profundidade, se comportam como em fundos
horizontais, um método iterativo foi descrito para o estudo do empinamento de ondas.

Um conjunto de dados experimentais foi utilizado para definir os estados iniciais de 3 casos
de estudo. A partir destes, pode-se validar o método que apresentou excelente acordo com as
medigoes. Uma andlise dos chamados altura de quebra de onda e angulo de quebra computa-
cionais pode ser feita e valores foram obtidos para efeito de comparacao entre as simulagoes e
os critérios tedricos de altura e angulo de quebra. Estes resultados, portanto contribuem para o
conhecimento das associacoes existentes entre métodos de aproximagao analitico-computacionais
e a teoria de ondas de superficie nao lineares.
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