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Resumo: Em dindmica de fluidos computacional hd o interesse em se obter aproximagoes
numéricas para equacoes diferenciais parciais. Neste trabalho o objetivo € discutir um dos
métodos que pode ser utilizado para obter aprorimacoes para a solucdo da equacao de transporte
bidimensional (2D). Para tanto € utilizado o aprozimante de Padé R para obter solugées por
meio de um método de miltiplo estdgio, conhecido como método de Harten/Tal-Ezer, atribuido
a Amiram Harten (1946-199/4) e Hillel Tal-Ezer. Apds a apresentacao de cada método sao feitas
simulagoes computacionais nas quais pode-se compard-los. A partir destas simulagoes conclue-se
que o método de Harten/Tal-Ezer é mais vantajoso que os demais.
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Introdugao

Os perigos veiculados pela dgua sao muitos e estao presentes na vida de todos. Segundo [3],
a poluicao e contaminagao desse recurso mata mais do que todas as formas de violéncia juntas,
incluindo as guerras. No mundo, o indice de mortalidade infantil decorrente de doencas causadas
pela ma qualidade da dgua é de 17%. Além disso, atualmente, mais da metade dos leitos
hospitalares sao ocupados por pessoas com doencas relacionadas a dgua contaminada.

Apesar de se conhecer a necessidade do monitoramento constante da concentracao de polu-
entes na agua, nem sempre esse controle ocorre satisfatoriamente. Como os poluentes nao
ficam distribuidos de maneira homogénea em um curso d’agua, nao basta coletar amostras em
um s6 lugar para inferir sua qualidade e saber se esta é prépria para consumo. Além disso,
dependendo de quais substancias estao presentes, a agua deve receber tratamento diferenciado.
Com um numero alto de amostras a serem analisadas, as quais devem ser coletadas em diversos
pontos, a realizacao manual desse trabalho se torna lenta e cara. Por esses e outros motivos,
uma das estratégias que vem sendo largamente discutida no meio académico é a utilizacao de
métodos computacionais, principalmente no que diz respeito a equacao de transporte.

Equagao governante

Uma das maneiras de estudar a concentracao de determinado poluente em um meio aquatico
¢é utilizar a equacao de transporte. Ela é deduzida utilizando os mesmos principios fisicos que
as equacoes de Navier-Stokes. Nesse trabalho discute-se o modelo de advegao-dispersao-reacao
bidimensional (2D), o qual pode ser encontrado em [2]. Em geral, essa versao da equagao pode
ser utilizada quando a profundidade do canal é bem menor que sua largura. Nesse caso, a
simplificacao para a versdo 2D gera bons resultados. A equacdo em questao é dada por
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onde C' é a concentragao dissolvida, k é o coeficiente de primeira ordem da taxa de reacao, Dy,
e Dy, sao os coeficientes dos termos de dispersao e v, e v, sao as velocidades de fluxo.

Os aproximantes de Padé

As fungoes denominadas aproximantes de Padé sao generalizacoes da série de Taylor. Para
mais detalhes ver [1]. Assim como é possivel expandir uma fungdo em série de Taylor, pode-se
expandi-la também utilizando os aproximantes de Padé.

Seguindo o raciocicio proposto em [4], suponha que C™ ! seja uma solucio no nivel de tempo
n+1 para a equacao de transporte, a qual pode-se supor que possa ser aproximada pela expansao
de Taylor a partir de C™, uma solugao no nivel de tempo n. Assim, tem-se

n+1 __ ,n Aa n A282 n Aa A282 m
CTHl = C" + At C" + A S5 C" + Lt Ao+ AP s ) O (2)

0
Portanto, C™*! pode ser representada como exp <Ata> C". Utilizando os aproximantes de

Padé pode-se representar exp (z) por uma fungao racional. O aproximante utilizado é conhecido
como Ry 9 e é dado por

1
1+ =2+ —22
exp(z) ~ Roo(z) = %—1122 (3)
]. — 52’ + EZ
. o 0 < :
A varidvel z pode ser substituida por Ata na equagao (3), a qual pode ser reescrita como
2
1+ ia 2 L Atg
0 2 at ot
exp | At— 5 (4)
0 IND i a2
2 Ot ot
Substituindo (4) em (2), tem-se
*Até-i-f Al 2 ol = |14 1Atg+— a2 2 C" =
ot ot B 27 ot ot
0 0 il 1. 0 0 "
efi-tad (1-2xeY e - i b (14 L)

De acordo com a série de Taylor,

cntt At\ o Cntt At\? 92 ol At 9O+
n+5/6 _ _2dY v = ~ n+l =Y .
¢ o ( ) ot 1 < 6 ) Fe=C
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As equagoes (6) e (7) podem ser utilizadas para reescrever a equagao (5) como
1 HCn+5/6 1 oCm+1/6
Ol - At =C" At 8
SRRY MR ®)
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Novamente utilizando a série de Taylor,

e (A1) 200 () 2 e

o 2 )an T\%) e
. Atoc™ - AtoComtl/s
A s vl S T (9)

A partir das equacoes (8) e (9), tem-se

ALIC™IE s

n+1l 1
¢ 2 Ot (10)
As equagoes (6), (7), (9) e (10) formam, juntas, o sistema
(omiso_gn AOCT
C C"+ 5 / ey
n+1/6
CnHl/2 = o 4 %Lj 5 (I1)
. 11
/o _ cmia _ ALOC™T (I11) "
6 Ot
n+5/6
et = B0 gy

2 ot

Por meio de algumas substituigoes, o sistema (11) pode ser simplificado a uma tnica equagao,
dada por

C”+5/6 + gacn—i_l _ gacn—%/(} — Cn+1/6 _ gacn gacn—Hm

6 ot 5 ot 6 ot T2 ot (12)

Tratamento das derivadas

No que diz respeito as derivadas presentes na equagao (12), as temporais podem ser subs-
tituidas pela prépria equagao (1), ou seja,
ac” o*cn o*cn ocn” ocn

g = Peegur YD s — Ve~ vy,

— kC™, (13)

Note que até o momento estao omitidos os indices espaciais. Para os demais niveis de tempo
basta substituir n pelo nivel de tempo desejado. Além disso, utilizando diferencas centrais de
segunda ordem para as derivadas espaciais de ordem dois e diferencgas atrasadas de primeira
ordem para as derivadas espaciais de ordem um, tem-se

1 1 1 1 1 1
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(...continuagao)
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A equagao (14) corresponde & discretizagao da equacao de transporte.
Niveis de tempo intermediarios

Diferente do método de Crank-Nicolson, nos quais os niveis de tempo intermediarios desa-
parecem, esse método os conserva na discretizagao da equacao. Como o problema fornece, em
geral, a solucao em apenas um dos niveis de tempo, que corresponde a condicao inicial, para
poder trabalhar a equagao (14) é necessario adotar alguma estratégia. Veja algumas:

(A) Cn+5/6 ~ Ot o Cn+1/6 ~ "
(B) Cn+5/6 ~ %C”+1 + %C” e Cn+1/6 ~ %quLl + %C”;

(C) Cn+1/6 — om + %aact e O+5/6 ~ %Cn—i-l + %Cn’

(D) Resolver o sistema (11) sem utilizar a Eq. (14).

Para simplificar a notacdo, os esquemas obtidos por meio das estratégias (A), (B), (C) e (D)
serao referidos apenas como PADE/A, PADE/B, PADE/C e PADE/D, respectivamente.

As estratégias de solugdo dos esquemas PADE/A, PADE/B e PADE/C sao semelhantes,
visto que todas envolvem a resolucao de um sistema linear. Utilizando como base o método de
Gauss-Seidel, isola-se C’Z;rl nas discretizacoes de cada esquema e faz-se um “chute” inicial para
a solucao no nivel de tempo n + 1, por exemplo, zero. Para o esquema PADE/C faz-se ainda
necessario o calculo de C"11/6 que é realizado de maneira direta a partir da equagao (I).

A estratégia empregada no PADE/D se assemelha ao raciocinio feito por [4], em que sao
discutidos alguns métodos de multiplo estagio utilizando aproximantes de Padé. Tais métodos
sao atribuidos Amiram Harten (1946-1994) e Hillel Tal-Ezer (ver [5]).

Basicamente, para esse caso, é necessario resolver dois estagios explicitos, dados pelas equa-
coes (I) e (II) do sistema (11) e dois estdgios implicitos, dados pelas equagdes (III) e (IV).

Uma das maneiras de resolver esse problema € a seguinte:

1. de posse das condigbes iniciais, as equagoes (I) e (II) sao calculadas diretamente, nessa
ordem, sendo necessario apenas algumas adequagoes para os termos de fronteira;

2. aproxima-se a concentracao no nivel de tempo n + 5/6 por meio de uma extrapolagao
quadrética utilizando a concentragao nos niveis de tempo n, n+ 1/6 e n+ 1/2;

3. calcula-se a concentragao no nivel de tempo n + 1 utilizando a equagao (IV);
4. por meio da equacao (III) recalcula-se a concentracao no nivel de tempo n + 5/6;
5. recalcula-se "1 e C"15/6 sucessivamente, até obter convergéncia para C"11.
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Simulagoes numéricas

A fim de verificar a eficdcia nas aproximagoes, foram feitos testes preliminares com a
realizacao de cortes no dominio a fim de transforméa-lo em um problema unidimensional,
o qual ja é bem conhecido na literatura e possui solucao analitica (ver [6]).

Considere, para os testes iniciais, v; = 1, Dy = 0.2, Az = 0.1, 0 < 2 < 2, £ = 0.001, vy, = 0,
Dy, = 0.0, Ay =1.0,0 <y <2e At = 0.002.

O problema consiste em analisar a dispersao de determinado poluente langado constante-
mente na fronteira x = 0, de modo que C(0,y,t) =1 parat > 0e 0 <y < 2. Como o objetivo
é comparar os diferentes esquemas com a solucao analitica realiza-se um corte no dominio na
direcao x, por exemplo, em y = 1, a fim de observar o problema como se fosse unidimensional.
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Figura 1: Soluciio analftica e aproximacdes uti- Figura 2: Erro relativo percentual (ERP) em cada

lizando os métodos PADE/A, PADE/B, PADE/C
e PADE/D. (simulagao 1)

nivel de tempo. Para esta simulagao (simulagdo 1)
foi utilizado At = 0.002, D,, = 0.2 e Az = 0.1,
resultando em Peg,;q = 0.5.

Note que o método PADE/A resultou em maiores erros. Isso se repete em outras simulagoes
utilizando outros parametros. O valor adimensional Peg,.;q ¢ conhecido como nimero de Péclet,
dado por Pegpiq = v Ax /D.. Referente aos resultados apresentados nas Figuras 1 e 2, tem-se:

Método PADE/A | PADE/B | PADE/C | PADE/D
Tempo (em segundos, da simulagao 1) 14.5 14.9 26.7 18.5
As simulactes podem ser refeitas com algumas modificacoes nos parametros.
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Figura 3: Erro relativo percentual (ERP) em cada
nivel de tempo. Para esta simulagio (simulagao 2)
foi utilizado At = 0.002, D,, = 1.0 e Az = 0.1,
resultando em Peg,;q = 0.1.

010052-5

Figura 4: Erro relativo percentual (ERP) em cada
nivel de tempo. Para esta simulagao (simulagio 3)
foi utilizado At = Az /15, Dy, = 0.2 e Az = 0.048,
resultando em Peg,;q = 0.24.
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Novamente em relacao ao tempo computacional, tem-se:

Método PADE/B | PADE/C | PADE/D
Tempo (em segundos, da simulacao 2) 1.7 2.1 1.2
Tempo (em segundos, da simulacao 3) 1.9 3.2 2.3

Conclusao

O objetivo deste trabalho foi aplicar um método de multiplo estégio (conhecido como método
de Harten/Tal-Ezer) ao estudo da equagao de transporte bidimensional (2D). Dentre as es-
tratégias utilizadas destacam-se a (B) e a (D), geradoras dos métodos PADE/B e PADE/D. Foi
observado que a utilizacdo do PADE/B conduz as mesmas equagoes que poderiam ser obtidas
utilizando o método de Crank-Nicolson, ja bastante difundido na literatura. Com base nestes
testes preliminares nota-se que o método PADE/D, o qual segue o raciocinio utilizado por [4],
gera melhores aproximacoes que o método de Crank-Nicolson. Além disso, é perceptivel que
a eficdcia do método PADE/A na aproximacao da solugao é menor que os demais métodos
discutidos. Em relacdo ao tempo computacional, percebe-se que o método PADE/C é mais
lento, desistimulando sua utilizagdo. Quando comparadas as estratégias (B) e (D), o tempo
computacional é relativamente semelhante e dependente dos parametros fornecidos. Isso ocorre
devido a velocidade de convergéncia de cada método. Entretanto, como foi dito, as simulagoes
encontram-se em fase preliminar. O tempo computacional e o nimero de iteragoes utilizado
ainda é muito pequeno para se tirar conclusoes acerca do desempenho. Objetivos a curto prazo
para o avanco deste trabalho sao a realizacdo de mais simulagoes explorando a variacao dos
parametros. Espera-se determinar regioes de estabilidade e de melhor desempenho para cada
método.
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