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1 Introducao

Neste trabalho abordaremos a definicao da Integral de Riemann-Stieljes e a partir dela
levantaremos a seguinte questao: "R possivel definir a integral com respeito ao Movimento
Browniano usando sua definicao?”. O objetivo é mostrar que é possivel generalizar a
Integral de Riemann-Stieljes e a partir dela definir a integral de Wiener.

2 Definicoes e Teoremas

2.1 A Integral de Riemann-Stieljes

Definigao 2.1. Seja g uma fungao mondtona crescente em I = [a,b] e f limitada em I.
Dizemos que f é Riemann-Stieljes integrdvel com respeito a g se o limite abairo existe:

n

b
/ Fdgt) = Tim S F(m)(g(t) — gtin), (1)

[An(l=0 2=
onde A, = {a = to,t1,...,t, = b} € uma particio de I, ||A,| = max (t; — ti—1) e
Stsn
T; € [ti—hti]-
Suponhamos agora que a fun¢ao f é mondtona crescente e continua e g € continua.
Entao, usando a férmula de integracdo por partes, podemos definir a Integral de Riemann-
Stieljes de f com respeito a g por:

b b b
/f(t)dg(t)Zf(t)g(t)\a—/ g(t)df (1), (2)

onde a integral do lado direito € definida pela equagao (1) trocando os papéis de f e g.

Agora temos a seguinte questao: “Serd que podemos definir a integral com respeito ao
Movimento Browniano usando a definigdo acima?”
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2.2 A Integral de Wiener

Queremos a seguir definir a Integral f: f(t)dB(t,w), onde f é uma fungao deter-
ministica (isto é, ndo depende de w) e B(t,w) é um Movimento Browniano. Suponha
que para cada w € {2 usemos a equacao (2) para definir:

b b
(Rﬂ/jﬁMth=f®wa%—/PMLMﬁ®- (3)

Entao a classe de fungoes f(t) para as quais a integral (RS) ff f(t)dB(t,w) é definida
é bastante restrita, ou seja, f(t) precisa ser uma fungao continua de variacao limitada.
Precisamos de uma ideia diferente para definir a integral f: f(t)dB(t,w) para uma classe
mais ampla de funcoes f(¢). Esta nova integral, chamada de Integral de Wiener de f, é
definida para todas as fungoes f € L?[a,b]. A defini¢do segue duas etapas.
n

Etapa 1: Seja f uma funcao escada dada por f = Z ailj,_, ), ondeto =aet, =b.
i=1
Neste caso, definimos:
n

I(f) = Zai(B(ti) — B(ti-1))

i=1
Etapa 2: Seja f € L?[a,b]. Escolhamos uma sequéncia {f,}>; de fungoes escada tal
que f, — f em L?[a,b]. Entdo {I(fn)}n=1 é uma sequéncia de Cauchy em L?[a,b], logo
converge. Usamos esse fato para definir:

1(f) = Tim 1(f) em L%[a,b]. (1)
Definigao 2.2. Seja f € L?[a,b]. O limite I(f) definido na Equacdo (3) é chamado a
integral Wiener de f. A Integral de Wiener I(f) de f serd denotada por

Iummz(lﬁuMBw)wmweQ

Teorema 2.1. Para cada f € L?[a,b], a Integral de Wiener f; f(t)dB(t) é uma varidvel

aleatoria gaussiana com média 0 e varidncia ||f||*> = fabf(t)zdt.

Teorema 2.2. Seja f uma funcdo continua de variacdo limitada. Entdo, para quase todo
w € €1, temos:

b b
(/.ﬂﬂdB@Mw>—(RS[/(ﬂ0dB@ﬂw, (5)

onde o lado esquerdo € a Integral de Wiener de f e o lado direito é a integral de Riemann-
Stieltjes de f definida pela Equagdo (3).

Referéncias

[1] H. H. Kuo. Introduction to Stochastic Integration, 1a. edi¢do. Springer, San Francisco,
2006.

010100-2 © 2020 SBMAC



