Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.
Trabalho apresentado no CMAC-Sul, Curitiba-PR, 2014.

Previsao Numérica do Impacto de uma Gota Viscoelastica
numa Superficie Rigida por um Modelo Algébrico PTT

Daiane Iglesia Dolci?}
Pés Graduacao em Matemética Aplicada e Computacional, FCT/UNESP
19060-900 , Presidente Prudente, SP
E-mail: daia.dolci@gmail.com,

Gilcilene Sanchez de Paulo
Depto de Matemética e Computagao, FCT/UNESP
19060-900 , Presidente Prudente, SP
E-mail: gilcilene@fct.unesp.br.

Resumo: Neste trabalho serda apresentada uma aplicagao do modelo algébrico PTT no pro-
blema de uma gota viscoeldstica incidindo numa superficie rigida (impacting drop). A imple-
mentacdo e obtencao dos resultados numéricos foram feitos em uma plataforma de programacao
de alto desempenho denominada FREEFLOW-2D. A formulacdo do modelo algébrico € exposta,
destacando-se o0s principais conceitos para sua obtencdo. A metodologia empregada para re-
solver o modelo algébrico PTT € baseada no método GENSMAC' estendido para escoamentos
viscoeldsticos utilizando a discretizacdo por diferencas finitas em uma malha deslocada. A veri-
ficacdo dessa metodologia € feita na simulacdo de um escoamento totalmente desenvolvido em um
canal, comparando os resultados da solu¢do numérica com a solugao analitica. Como aplicagao
de escoamentos com superficie livre, o modelo algébrico foi testado na simulacdo de uma gota
viscoeldstica em uma placa rigida. Os resultados numéricos foram comparados com os previstos
pelo modelo diferencial PTT, apresentando uma boa concordancia.
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1 Introducao

O desenvolvimento de técnicas numéricas para obtencao de solucdo das equagoes de Navier-
Stokes para escoamentos viscoeldsticos transientes, incompressiveis, isotérmicos, com superficies
livres tem sido uma &rea de grande interesse por muitos pesquisadores. Adicionalmente, o
desenvolvimento de técnicas numéricas mais eficientes, computadores com maior capacidade de
célculos e essencialmente o desenvolvimento de equacoes constitutivas mais elaboradas, capazes
de prever um numero maior de efeitos viscoelasticos, tem contribuido para o crescimento das
pesquisas na area de simulagao numérica de escoamentos viscoeldsticos com superficies livres.

A formulacdo do modelo algébrico para o tensor extra-tensao T foi obtida originalmente
a partir da equagao constitutiva Oldroyd-B por Mompean et al.[2]. Em seguida, no trabalho
[3] formulou-se um modelo algébrico a partir da equagao constitutiva nao-linear PTT. A nao
linearidade do modelo PTT modificou levemente a formulagao original, essencialmente considera-
se f(It) na equagao (8). No caso bidimensional, o modelo algébrico consiste em resolver apenas
uma equacao diferencial, ao contrario do modelo diferencial que requer o cédlculo de trés equagoes
diferenciais.

*Bolsista de mestrado FAPESP.
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2 Equacoes Basicas

As equacoes bésicas que descrevem escoamentos viscoelasticos, isotérmicos e incompressiveis sao
as equacoes da continuidade, da quantidade de movimento e para modelar a viscoelasticidade a
equacao constitutiva PTT, que na forma adimensionalizada sao dadas, respectivamente, por

V-u=0, (1)
ou B B o 1
5tV (uu )——Vp+ReV utV-T+ e, (2)
ReW; (DT ot _,1-0)
<1+ (1—B)IT>T+W’<D75 T Vu-Vu T)_2 7S, (3)

onde u é o vetor velocidade, p é a pressao, T é o tensor extra-tensao de contribuicao polimérica,
It = T%" + TY ¢ a notagao designada para o trago de T, t é a varidvel temporal, D/Dt é a

derivada material e S = %(Vu + (Vu)t) ¢é o tensor taxa de deformacao.

Os numeros adimensionais Re = p;]—OL , W, = % e Fr = U—z sao os numeros de Reynolds,
Weissenberg e Froude, respectivamente. As constantes L, U, p, g e A sdo os valores de re-
feréncia do comprimento, velocidade, densidade, campo gravitacional e do tempo de relaxacao
do fluido viscoeldstico, respectivamente. A constante 8 = ’7; controla a contribuicao do solvente
Newtoniano, onde 1y = n,s + 1, viscosidade total do fluido a taxa nula de cisalhamento, 75 é a
viscosidade do solvente e 1, ¢ a viscosidade do polimero. O parametro € estd relacionado com o
comportamento elongacional do modelo.

A seguir é apresentado sucintamente o desenvolvimento do modelo algébrico PTT a partir

da equagao (3), como proposto em [3].

3 Formulacao do Modelo Algébrico PTT

Considere o tensor deviatérico, definido por

I
I=T- -1, (4)
3
onde esse tensor pode ser representado por um polinémio em funcéo dos tensores taxa de de-

formagdo S e taxa de rotagio W = 3(Vu — (Vu)?) (ver [5]), dado por

r {PS}S + {FWS} (SW . WS) + @ (SQ _ % {SQ} I) , (5)

{7}~ {s*}{w?*} {s?)’

considerando escoamentos bidimensionais. Os escalares {T'S}, {TWS}, {S*}, {W?} e {I'S?}
séo os tracos dos tensores I'S, TWS, S2, W2 e I'S?, respectivamente.

Os valores {I'S}, {TWS} e {I'S*} podem ser calculados de maneira que a equagao (5) torne-
se explicita em T'. Para o calculo desses escalares, trabalha-se primeiramente com a equagao (3),
reescrita em termos dos tensores S e W,

DT _ f(U1) (1-5)

D = W, T+ 2-——— W Re S+ (ST+TS)— (TW - WT). (6)
Substituindo (4) em (6), tem-se
DI f(Ir) f(r) It (1 —f) Dir1
D= T g T2 S + (ST HTS) — (TW — WT) + £ SIT +5r5L (@)

Note que a equagao (7) depende de It, o qual pode ser obtido tomando-se o trago da equagao
(6). Assim, a equagao de evolugao do trago é dada por,

DDIf = —fgg)IT +2{IS}. (8)
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Substituindo (8) em (7), tem-se

%; = _fg/j)rJr <SI‘+I‘S—§{I‘S}) — (W — WT) + 2 <(;/:Ri) + ;IT> S. (9

Para chegar ao modelo algébrico, duas hipdteses de pequena variagao para o tensor de-
viatorio I' das componentes do tensor extra-tensao foram estudadas por Mompean e co-autores
no trabalho [2]. Apenas uma delas garante uma modelagem consistente, essa hipdtese assume

DI T DIy
Dt Iy Dt

Desta forma, a equagao (9) pode ser reescrita como,

0 = _22{r5}+<sr+rs—§{r5}>—(rw—wr)+2<(1_5)+1fT>s. (10)

Wi Re 3

A partir da equacio (10) obtém-se os valores {I'S}, {TWS} e {I'S?} da seguinte forma:
para determinar {T'WS} e {I‘Sz}, multiplica-se a equacio (10) por WS e S?, respectivamente,
a seguir toma-se o traco, obtendo

I} = T {87) o (TWS)= T (W?);

Para determinar {I'S} basta multiplicar a equacao (10) por S e tomar o trago, obtendo

(TS} = +\/I§f {W2}+ <(114/:Ri) + ;&) It {S*}. (11)

Desta forma, a equagao (5) pode ser reescrita por

= {SZ}{I‘S}S—;& [(SW—WS)—Z <s2—;{52}1)} :

(12)

Portanto, o modelo algébrico consiste em calcular a equacao diferencial para o trago It dada
por (8), resolver a equagao algébrica (12) para I' e por fim resolver a equagao (4) para obtermos
o tensor extra-tensao T.

4 Metodologia Numérica

As equacoes do modelo algébrico PTT foram implementadas na plataforma FREEFLOW-2D,
cuja metodologia utilizada é uma estensao da metodologia GENSMAC (GENeralized Simplified
Marker-And-Cell) para fluidos viscoeldsticos, que resolve as equagoes governantes por técnicas
de diferencas finitas numa malha deslocada aplicando a estratégia Oishi et. al [4], a qual combina
o método da projecao com uma técnica implicita para o tratamento da pressao em superficies
livres.

Na integracao temporal da equacao de quantidade de movimento foi empregado o método de
Euler implicito enquanto na equagao de evolugao para o It foi empregado o método de Runge-
Kutta de 2% ordem. Os termos convectivos foram aproximados pelo método ‘upwind’ de alta
ordem CUBISTA e as derivadas espaciais por diferencas centrais.
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4.1 Verificacao da Metodologia Numérica

A verificagdo da metodologia numérica é feita pela simulagdo do escoamento totalmente desen-
volvido em um canal comparando os resultados numéricos com a solucao analitica do problema,
nesta simulagao considera-se as condigoes iniciais u(x,y,tg) = 0, p(z,y,to) =0, T(z,y,te) = 0,
It(z,y,t0) = 1.0 x 10712, Na entrada do canal foram impostas as solucdes analiticas para a
componente de velocidade u(y) e o tensor extra-tensao T, [1]. Em contornos rigidos foi aplicada
a condi¢ao de nao-escorregamento para o vetor velocidade (u = 0), It e T sao calculados, res-
pectivamente, a partir da equagao (8) e da equagao (4) considerando as simplificagoes cabiveis
com relagao as condigoes da velocidade na geometria em questao. Na saida do canal adotada-se
a condicao homogénea de Neumann para a velocidade u e o traco de T, isto é,

T I
ou_ . 9T _ . 9x

om0 a0 g Y

A simulacdo do escoamento entre duas placas paralelas, cuja distancia entre as placas é
L = 1m e comprimento 10L, foi feita considerando os niimeros adimensionais Re = 0.5, W; = 0.2,
B = 0.6 e o parametro € = 0.5. A velocidade média do escoamento é de U = 1.0ms™".

As malhas espaciais utilizadas para essa verificacao sdo Malha Grossa (M1): 10 x 100 células
(6x = oy = 0.1), Malha intermedidria (M2): 20 x 200 células (éx = dy = 0.05) e Malha fina
(M3): 40 x 400 células (dz = dy = 0.025).

As Figuras 1(a)-1(c) descrevem respectivamente os perfis das componentes do tensor extra-
tensao T, T** e da componente de velocidade u na direcao-x.

N

% ) ]
05 04 0.3 02 61 0 64 62 03 04 05 €5 -84 03 62 -1 B Al 62 A3 64 05 0.5 -84 0.3 62 01 0 61 €2 63 64 05

(a) (b) (c)

Figura 1: Comparacao da solu¢do numérica com a solu¢ao analitica da componente T (a),
componente 7% (b) e da velocidade u (c), em = 5L e t = 50s.

A analise da convergéncia do método numérico foi feita através do cdlculo dos erros relativos
entre a solugao numérica e a solugao exata. O erro relativo foi calculado na norma L;, definida

por:

SolEx — SolNum
E(SolNum) = 2| S SolEz| | (13)

No célculo da ordem de convergéncia ¢é utilizada a seguinte expressao:

oa ()
=~ 27 14
0 log2 (14)

onde M é uma determinada malha espacial com espagamento dz e M/2 a malha espacial com
espagamento deltax /2.

A Tabela 1 apresenta os valores do erro relativo calculado pela equacao (13) e as Tabelas 2 e
3 apresentam a ordem de convergéncia do método numérico utilizando as malhas M1, M2 e M3.
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Tabela 1: Erros entre a solucao analitica e a solu¢do numérica.

Erro M1 M2 M3
E(u(y)) | 6.02 x 1073 | 1.59 x 1073 | 4.08 x 10~*
E(T*®) [ 1.75 x 1072 | 4.50 x 1073 | 1.14 x 1073
E(T™) | 8.08 x 1073 [ 2.09 x 1073 | 5.30 x 10~*

Tabela 2: Ordem de convergéncia do modelo algébrico PTT usando as malhas M1, M2 e M3.

Variaveis | O = log (g%;) /log2 | O = log <5%§> /log2
u(y) 1.1 1.97
e 1.96 1.98
Ty 1.94 1.98

5 Impacto de uma Gota numa Superficie Rigida

Na simulacao da gota, as condigoOes iniciais e a condicdao de contorno na fronteira rigida sao as
mesmas que foram consideradas na simulagdo do escoamento entre duas placas paralelas. As
condicoes de contorno na superficie livre sao dadas por

m'-(c-n)=0, n'-(c-n)=0 (15)

e % =0,onde o =2uS —ple néa direcao normal a superficie livre.

O problema da gota foi simulado em um dominio computacional 0.056m x 0.053m (156 x 153
células) considerando o didmetro de L = 0.02m, a velocidade inicial é vg = —1.0m/s, a velocidade
de escala é U = 1.0m/s. As constantes adimensionais consideradas sdo Re = 5.0, Wi = 1.0,
Fr =2.26, 8 =0.6 e o parametro ¢ = 0.1.

Nude‘ln ngel;ricn PTTI A
Hodelo Diferencial PTT ——

Comprinento da gota

. . . . . . . . .
a 8,1 8,2 8,3 8,4 8,9 8,6 8,7 8,8 a.9 1
Tempo (5)

Figura 2: Comparagao dos resultados numéricos do modelo algébrico com o modelo diferencial
PTT considerando a evolugao do comprimento da gota incidindo numa superficie rigida.

Note, pela Figura 2 que a variacdo do comprimento da gota com relagao ao tempo do modelo
algébrico, corresponde ao modelo diferencial PTT. Também é possivel observar pela Figura 3
que o campo de velocidade v apresenta um comportamento analogo nos modelos diferencial e
algébrico PTT.
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Figura 3: Visualizagao bidimensional da componente de velocidade v usando o modelo diferencial
PTT e modelo algébrico PTT nos tempos ¢t = 0.04s em (a) e (b) e t = 0.4s em (c) e (d).

6 Conclusao

Neste trabalho foi apresentada sucintamente a formulacao do modelo algébrico PTT a partir da
equacao constitutiva diferencial, a metodologia numérica e a verificagdo da mesma comparando a
solugéo numérica do escoamento entre duas placas paralelas com a solucao analitica. Nos graficos
1(a), 1(b) e 1(c) verificou-se que a solu¢ao numérica da velocidade u e das componentes T%Y e T**
apresentam uma boa concordancia com a solucao exata do problema, além disso, nota-se pela
Tabela 1 que o erro relativo tende a zero a medida que ha um refinamento de malha, mostrando
uma convergéncia da solugdo numérica, onde essa convergéncia é de ordem aproximadamente
dois como mostrado na Tabela 2. Em seguida foram apresentados os resultados da simulacao do
problema da gota usando o modelo algébrico e o modelo diferencial PTT. Neste caso, o0 modelo
algébrico capturou o mesmo fenémeno previsto no modelo diferencial.
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