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Análise da deflexão de uma viga apoiada-engastada
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1 Introdução

Vigas são elementos estruturais presentes em quase toda Engenharia Civil, sendo os
deslocamentos limitantes em seu projeto. O estudo desses deslocamentos chama-se de-
flexão e a forma deformada do eixo da viga denomina-se linha elástica. Neste trabalho,
apresenta-se a equação diferencial ordinária (EDO) linear de segunda ordem, equação (1),
que rege o comportamento da linha elástica, conforme [1].

d2u(x)

dx2
=

M

EcsIz
, (1)

em que, u denota a função que controla a deflexão da viga a uma distância x, conhecida
como equação diferencial da linha elástica, M o momento fletor, Iz o momento de inércia
da seção transversal e Ecs o módulo de elasticidade secante. Ao substituir a equação do
momento fletor obtida a partir do equiĺıbrio estático da viga apoiada-engasta, Figura 1,
na equação (1), em que, q é a carga uniformemente distribúıda, l é o comprimento do vão
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Figura 1: Viga apoiada engastada com corte a uma distância x, em que 0 ≤ x ≤ l.

e Ra a reação de apoio em a, encontra-se a equação (2),

d2u(x)

dx2
=

Rax− qx2

2

EcsIz
, (2)

que representa a equação diferencial da linha elástica para a viga apoiada-engasta.
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2 Solução Anaĺıtica

Ao aplicar a integral de ambos os membros na equação (2) e utilizar as condições de
contorno, para tal viga, encontra-se a função (3), que representa a solução anaĺıtica, cujo
o gráfico, Figura 2, é chamado de linha elástica,

u : [0, l] → IR

x 7−→ u(x) = q
EcsIz

(
lx3

16 −
x4
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xl3

48

)
,

(3)

em que, IR representa o conjunto dos números reais.

3 Solução Numérica e Resultados

Para o estudo do caso assumiu-se q = 2, 5 N/mm, l = 5000 mm, Iz = 4, 5 108 mm4 e
Ecs = 26071, 6 MPa para obter a solução anaĺıtica e numérica da equação (2). Foi aplicado
o Método das Diferenças Finitas (MDF) expĺıcito, conforme [2], com dx = 0, 9998 mm,
para encontrar a solução numérica, onde desenvolveu-se um algoritmo no Python. A
Figura 2, ilustra a deflexão da viga analisada, em que o deslocamento máximo, flecha,
ocorreu na posição x = 2107, 68 mm, a partir do apoio a, e nos apoios não ocorre deflexão.
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wn (mm): −0, 72132034

yn (mm): −0, 72132043

E. (%): 0, 00001194

wn (mm): −0, 53757172

yn (mm): −0, 53757175
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wn (mm): −0, 55415340

yn (mm): −0, 55415356

E. (%): 0, 00002790

wn (mm): −0, 19205997

yn (mm): −0, 19206021

E. (%): 0, 00012539
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xn (mm): 1107, 7784

xn (mm): 3107, 3785

xn (mm): 2107, 5784

xn (mm): 4107, 1785

Figura 2: Deflexão no eixo longitudinal da viga apoiada-engastada.

Ao comparar a solução numérica, wn, com a anaĺıtica, yn, obteve-se um resultado
satisfatório, devido ao baixo erro percentual, mostrando o bom desempenho do algoritmo.
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