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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma metodologia para a simulação de escoamentos vis-
coelásticos não-isotérmicos onde a viscosidade e o tempo de relaxação do fluido são dependentes
da temperatura. O fluido viscoelástico é definido pela equação constitutiva Oldroyd-B onde os pa-
râmetros dependentes da temperatura são modelados pela relação WLF (Willians-Landel-Ferry).
A metodologia numérica empregada para resolver o modelo não-isotérmico é baseada no método
MAC para escoamentos viscoelásticos via método de projeção. Nesta metodologia, as equações
de Navier-Stokes e a equação constitutiva são discretizadas pelo método de diferenças finitas
em uma malha deslocada. A implementação é feita em uma plataforma de programação de alto
desempenho denominada FREEFLOW-2D para a simulação de escoamentos incompressíveis bidi-
mensionais. A metodologia é validada pela simulação do fluido newtoniano em um canal formado
por placas paralelas com diferentes malhas.

Palavras-chave: Escoamentos Não-Isotérmico, Relação WLF, Escoamento Viscoelástico, Equa-
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1 Introdução
O frequente interesse na determinação dos efeitos da variação da temperatura, calor e elasticidade
em um fluido, tem motivado o estudo dos escoamentos viscoelásticos não-isotérmicos [4, 5]. A
modelagem matemática desses efeitos tem sido objeto de estudo em aplicações industriais, quími-
cas, assim como no processamento de alimentos. Trabalhos recentes [2, 3] têm investigado sobre
quais condições um fluido não-newtoniano e newtoniano influenciam as propriedades térmicas,
bem como os parâmetros que controlam o fluido em tais condições. Neste trabalho, apresen-
tamos o desenvolvimento de um método numérico para escoamentos de fluidos viscoelásticos
não-isotérmicos.

As equações de que descrevem escoamentos incompressíveis, viscoelásticos e não-isotérmicos
são as equações de conservação de massa, conservação de movimento e conservação de energia,
que na forma dimensional conservativa são dadas, respectivamente, por:

∇ · u = 0 (1)

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · (uu)

)
= −∇p+∇ · τ (2)

∂(ρe)

∂t
+∇ · (ρue) = −∇ · q+Q, (3)
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onde u = u(x, t) = (u(x, t), v(x, t)) é o campo de velocidade, ρ é a densidade do fluido tratada
como constante, t ≥ 0 o tempo, p = p(u, t) a pressão, e a energia interna, q o fluxo de calor e Q
o termo fonte de energia interna.

O tensor das tensões τ = τ (x, t) é a soma de uma contribuição newtoniana τs e uma
contribuição não-newtoniana τp, onde τs é definida por:

τs = 2ηs(T )D, (4)

sendo D = 1/2[∇u + (∇u)T ] o tensor taxa de deformação e ηs(T ) é a viscosidade do solvente
dependente da temperatura T . Substituindo (4) juntamente com a contribuição não newtoniana
τp em (2), temos:

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · (uu)

)
= −∇p+ ηs(T )∇2u + τp. (5)

A contribuição não-newtoniana τp é dada pela equação constitutiva do modelo Oldroyd-B ex-
pressa por:

τp + λ1(T )
∇
τp = ηp(T )

(
∇u+ (∇u)T

)
, (6)

onde λ1(T ) denota o tempo de relaxação do fluido e ηp(T ) a viscosidade do polímero, ambos

dependentes da temperatura. A derivada convectiva
∇· de τp é dada por:

∇
τp =

∂τp
∂t

+∇ · (uτp)−
(
(∇u)T · τp + τp · ∇u

)
. (7)

Além disso, a viscosidade total η0 é definida como η0 = ηs + ηp. A seguir, é desenvolvido o
modelo termodinâmico a partir das equações apresentadas, como proposto em [4].

2 Modelo Termodinâmico
Considerando o calor específico cp à pressão constante e substituindo o fluxo de calor q = −k∇T
na equação da energia (3), obtemos a equação da temperatura:

ρcp

(
∂T

∂t
+∇ · (uT )

)
= k∇2T +Q. (8)

O termo k∇2T representa a transferência de calor por condução devido à presença do gradiente
da temperatura onde k é a condutividade térmica do fluido. Definimos Q, o termo fonte de
energia interna, como a soma de duas contribuições considerando a produção de calor interna
[7]. Assim, Q pode ser escrito como:

Q = τs : D+ ατp : D+ (1− α)Tr(τp)
2λ1(T )

(9)

onde Tr(τp) é o traço da matriz τp, α é um coeficiente de energia particionada e a operação
“ : ” denota o produto escalar duplo de dois tensores . Se α = 0 temos energia elástica pura e
se α = 1 então temos elasticidade entrópica pura [5]. Assim, a equação da temperatura para um
escoamento viscoelástico de um fluido Oldroyd-B é dada por:

ρcp

(
∂T

∂t
+∇ · (uT )

)
= −k∇2T + τs : D+ ατp : D+ (1− α)Tr(τp)

2λ1(T )
. (10)

Como em [4], o tempo de relaxação do fluido λ1(T ) e as viscosidades ηs(T ) e ηp(T ) depen-
dentes da temperatura, são escritos como:
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λ1(T ) = fTλ(T0), (11)

ηs(T ) = fT ηs(T0) ηp(T ) = fT ηp(T0), (12)

onde T0 é a temperatura de referência e fT é uma função obedecendo a relação WLF [5],

fT = exp

(
− C1(T − T0)
C2 + T − T0

)
(13)

onde C1 e C2 são parâmetros desse modelo.
Definindo as escalas de grandeza para o comprimento L0, velocidade U0, viscosidade dinâmica

η0, densidade ρ0, temperatura na parede Tw e T0, definida anteriormente, a relação de variáveis
dimensionais e adimensionais (acrescidas de ∗), é dada por:

x∗ =
x

L0
, u∗ =

u

U0
, t∗ =

tU0

L0
, p∗ =

p

ρ0U2
0

, τp
∗ =

τp
ρ0U2

0

, T∗ =
T− T0
Tw − T0

. (14)

Assim, as equações (1), (5), (6) e (10) na forma adimensional e, omitindo por simplicidade
∗, são dadas, respectivamente, por:

∇ · u = 0 (15)

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p+ (1− ωr(T ))∇2u+∇ · τp (16)

τp +Wi(T )
∇
τp = 2

ωr(T )

Re
D (17)

∂T

∂t
+∇ · (uT ) = 1

Pe
∇2T +

BrRe

Pe

(
(2ηs(T ))D : D+ ατp : D+ (1− α) Tr(τp)

2Wi(T )

)
(18)

com

Wi(T ) =Wi(T0)f(T ) e ωr(T ) = ωr(T0)f(T ) (19)

onde f(T ) na forma adimensional é dada por:

f(T ) = exp

(
− c1T

c2
(Tw−T0)

+ T

)
. (20)

Os parâmetro adimensionais,

Re =
ρ0U0L0

η0
Wi(T ) =

λ1(T )U0

L0
Pe =

ρ0U0L0cp
k

Br =
η0U

2
0

k(Tw − T0)
e ωr(T ) = 1− λ2

λ1(T )
,(21)

representam, respectivamente, o número de Reynolds, Weissenberg, Peclet, Brinkman e o parâ-
metro de retardação do fluido ωr, onde λ2 é o tempo de relaxação do fluido.
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3 Metodologia Numérica
As equações (15) - (18) foram implementadas na plataforma FREEFLOW-2D em um modelo
simplificado. A simplificação foi feita na equação (16) e (18) onde os termos ωr(T ) e Wi(T )
deixam de ser dependentes da temperatura para serem tratados como constantes [5].

A formulação numérica desse trabalho é baseada em métodos de projeção [6], cujo objetivo
é desacoplar velocidade e pressão nas equações de Navier-Stokes resolvendo essas variáveis sepa-
radamente. A discretização é feita pelo método de diferenças finitas em uma malha deslocada
com espaçamento uniforme δx = δy. As variáveis p, S e T são avaliadas no centro da célula,
enquanto a velocidade u na face da célula.

A integração temporal na equação da quantidade de movimento é feita pelo método de Euler
implícito enquanto que na equação constitutiva e a equação da temperatura foi empregada o
método de Runge-Kutta de 2a ordem (RK2). Os termos convectivos foram discretizadas no
espaço pelo esquema convectivo CUBISTA [1] e as derivadas espaciais por diferenças centrais.

O problema é aplicado para o escoamento Poiseuille em um canal com placas paralelas
considerando condição inicial zero para a velocidade, pressão, contribuição não-newtoniana e
temperatura. Na entrada do canal (injetor), a velocidade normal à parede é imposta, enquanto a
velocidade tangencial é nula. Para a contribuição não-newtoniana, aplica-se a solução analítica
[6], enquanto que para a temperatura é usada condição de Dirichlet na entrada do canal. Nos
contornos rígidos é aplicada a condição de não-escorregamento para as componentes da veloci-
dade, condição adiabática ou Dirichlet para a temperatura e a contribuição não-newtoniana S é
calculada por (17) com as simplificações com relação as condições da velocidade u e da geome-
tria do canal. Na saída do canal (ejetores), adota-se a condição homogênea de Neumann para a
velocidade, a contribuição não-newtoniana e a temperatura.

3.1 Algoritmo Computacional
Supondo que os campos de velocidade solenoidal e de pressão, bem como a temperatura e a
contribuição não-newtoniana sejam conhecidos no tempo t = tn, o ciclo computacional para o
cálculo da solução em t = tn + δt = tn+1, simplificadamente, é dado por:

Passo 1: Aplica-se a primeira etapa de RK2 para τ̃p
n+1 intermediário, ou seja, calcula-se a

contribuição não-newtoniana por Euler Explícito em (17).

Passo 2: Cálculo de T̃n+1 pela primeira etapa de RK2 na equação da temperatura (18).

Passo 3: Cálculo da velocidade intermediária ũn+1, integrando (16) por Euler Implícito.

Passo 4: Cálculo de ψn+1 pela solução da equação de Poisson

∇2ψn+1 = ∇ · ũn+1, (22)

com condições de contorno na fronteira rígida e injetores

∂ψn+1

∂
→
n

= 0 (23)

e nos ejetores ψn+1 = 0.

Passo 5: Atualização da velocidade un por un+1 = ũn+1 +∇ψn+1.

Passo 6: Cálculo da contribuição não-newtoniana τp
n+1 de forma semelhante à Regra do Tra-

pézio na segunda etapa do método RK2.

Passo 7: Atualização das condições de fronteira e as propriedades físicas Wi(T ) e ωr(T ).

Passo 8: Cálculo da Temperatura Tn+1 pela segunda etapa do método RK2.
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Passo 9: Atualização da pressão pn+1.

Passo 10: Repetir o passo 7.

Observação: Os passos 3, 4, 5 e 9 pertencem ao método da projeção.

4 Resultados Preliminares
A verificação da metodologia numérica é feita pela simulação do escoamento em um canal for-
mado por placas paralelas (Poiseuille flow) com dimensões 5L × 1L, onde L é uma escala de
comprimento, passo temporal dt = 10−3, passo espacial dx = dy = 0.025(M1) e 0.05(M2). Além
disso, os parâmetros utilizados são C1 = 15 e C2 = 50, ωr = α = 0, Wi = 0, Pe = 10, 50 e
100, Br = 104, 103 e 102 e Re = 10−4. Na entrada do canal a temperatura T = 1 é imposta e nas
fronteiras rígidas é usada a condição de Dirichlet com T = 0. A notação ωr = 0 neste trabalho,
deve ser interpretada como um fluido newtoniano.

Observamos que, com os parâmetros apresentados, a temperatura máxima atingida foi de
Tmax = 0.9413 e a velocidade máxima foi umax = 0.9991, ambas na malha M1. Os resultados
foram avaliados em um corte vertical em x = 2.5L entre as placas paralelas no tempo t = 50s,
onde praticamente representava a solução estacionária do problema. Na figura 1 é apresentada
uma comparação entre as soluções da velocidade e temperatura nas duas malhas utilizadas
nestes testes. Nota-se, que tanto para o campo da velocidade u, como para a temperatura T ,
os resultados numéricos apresentam convergência quando a malha é refinada. A simulação para
o fluido newtoniano, tomando ωr = 0, é a mesma usada em [2]. Finalmente, apenas como uma
ilustração, apresentamos a variação do perfil parabólico nas figuras (2(a)) e (2(b)), mostrando a
influência dos parâmetros adimensionais nos valores da temperatura. Vale ressaltar que na figura
(2(a)), observa-se que a temperatura sofre uma redução quando o número de Peclet é reduzido,
enquanto na figura (2(b)), observa-se que não houve grande diminuição da temperatura com a
diminuição do número de Brinkman.

Figura 1: Comparação da solução numérica obtida com as malhas M1 e M2 com relação a
velocidade e a temperatura.
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(a) (b)

Figura 2: Variação da temperatura máxima com os parâmetros adimensionais. (a)Pe com
Br = 10000 , (b)Br com Pe = 100.

5 Conclusão
Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento de um método numérico para o escoamento de
fluidos viscoelásticos não-isotérmicos. Tendo em vista os resultados preliminares apresentados,
observamos a convergência numérica da metodologia adotada. A variação dos parâmetros adi-
mensionais sobre a contribuição newtoniana demonstrou a influência e controle sobre o aumento
ou diminuição da temperatura no canal. Até o momento, foram realizadas simulações numéricas
para um fluido newtoniano.
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