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RESUMO - Neste artigo, é proposto um classificador para dados amostrais usando o algoritmo k-

segmentos de Verbeek. Este algoritmo gera as curvas principais que são uma generalização das 

componentes principais lineares.  Para avaliação do algoritmo, foram utilizados três conjuntos de 

dados amostrais. O método consiste na substituição das distâncias das médias (centroides) das classes 

pelas distâncias aos segmentos gerados pelo algoritmo, como medida de classificação. 

Experimentalmente, os resultados apresentaram desempenho igual ou melhor para esta nova 

abordagem.  
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1. Introdução 

A análise discriminante é uma técnica da estatística multivariada que tem como um de seus 

objetivos descobrir as características que distinguem os membros de uma classe, definidos a priori, de 

modo que sendo conhecidas as características de um novo indivíduo se possa prever a que classe ele 

pertence. Uma observação é classificada na classe cuja distância euclidiana está mais próxima de um 

valor central (centroide). Esta forma de classificação é denominada método de Fisher [10]. 

Aplicações da análise discriminantes são encontradas em diversas áreas: [1] aplicaram na 

análise de insolvência de empresas de grande porte (sociedades anônimas); [12] aborda o estudo das 

imagens de face como um problema de reconhecimento de padrões; [4] apresentaram uma nova 

abordagem para classificação. Para avaliação do método, utilizou-se um conjunto de dados da área 

médica. Outras aplicações podem ser encontradas em [3], [11], [13], [14], [17], [21] e [21]. Novas 

técnicas têm sido desenvolvidas, como [15], que comparou diversos algoritmos de classificação e 
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concluiu que o valor da razão (R) dos autovalores influenciam na acurácia do classificador, R =	∑ ���
��	

∑ ��

��	

 

(1) com �� ≥	�� ≥ ⋯ ≥ �� 	.    
As curvas principais, primeiramente definidas por [8], são curvas unidimensionais que passam 

no “meio” de um conjunto de dados no espaço p-dimensional, fornecendo uma descrição não linear 

dos dados, e sua forma é sugerida pelo conjunto de dados. Posteriormente, surgiram outras definições, 

como a de k-segmentos [21]. 

Trabalhos utilizando a curva principal para classificação foram desenvolvidos por [6], que 

usaram a definição de [8, 9]. [3] desenvolveram um algoritmo para extração e classificação de dados 

utilizando duas definições de curvas principais, a de [8] e a de [2]. [5] propôs a classificação de navios 

em curvas principais baseado no algoritmo k-segmentos. [20] propuseram um novo classificador para 

dados microarrays usando curvas principais. Uma curva principal é calculada para cada classe, e uma 

nova observação amostral é classificada para a classe da curva com menor distância, segundo a 

esperança do erro quadrado (Expected Squared Error - ESE). Resultados experimentais mostram que a 

PC tem melhor desempenho quando o tamanho da amostra é pequeno. [12] investigaram a eficiência 

de classificação, utilizando MP’s (Morphological profiles) construídas a partir das características de 

NLPCA (Nonlinear Principal Componentes Analysis).  

A proposta deste artigo é um classificador de dados amostrais multivariados, denominado 

método k-segmentos, baseados em componentes principais não lineares. A técnica consiste em, 

primeiramente, calcular os segmentos para cada classe e, em seguida, uma nova observação amostral é 

rotulada para a classe cuja distância euclidiana é a mais próxima a ela. Experimentos são realizados 

para mostrar o seu desempenho, o qual é medido pela taxa aparente de erro.  

 

2. Análise Discriminante de Fischer 

A análise discriminante de Fisher para diversas populações (ADF) está preocupada com a 

análise de g classes de amostras, todas descritas pelas mesmas p variáveis, com a análise das matrizes 

n1 x p n 2 x p nj x pX , X ,..., X .  O alvo é procurar combinações lineares das variáveis que maximizem a 

razão entre a variância entre as classes e a variância dentro das classes. Convém salientar que o termo 

“classe” se refere a um grupo de amostras, e o termo “grupo” refere-se a um conjunto de variáveis, 

[16].  

 Dada a matriz de dados Xn x p, onde n é o número de observações e p é o número de variáveis. 

A matriz X é dividida em g classes amostrais diferentes com todas as p variáveis, de forma que 

g

i

i 1

n n
=

= ∑ (2). A matriz de covariância dentro de cada classe é definida como: 
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S� = ∑ ∑ �x�� − x��(x�� − x)��
���

�
���

t             (3)  

e a matriz de covariância entre classes é definida como: 

S� = ∑ �x� − x��
��� �x� − x�t     (4) 

Onde xij é a j-ésima amostra da i-ésima classe (representada com um vetor coluna), 
in

i ij

j 1i

1
x x

n =

= ∑  (5) 

é o vetor médio da classe i, e 
ing

ij

i 1 j 1

1
x x

n = =

= ∑∑ (6) é o vetor médio. Seja 1 2 0, ,... ,
s

λ λ λ > , onde s ≤ 

min(g -1, p), autovetores não nulos de  !"� #  (7) e ê1, ê2, ... , ês os autovetores correspondentes 

normalizados. Então, o vetor dos coeficientes w maximiza a razão:  

B

w

w 'S w
J(w)

w 'S w
=      (8)  

A matriz BLDA = [ê1, ê2 , ... , ês ] é a matriz dos s autovetores normalizados e U = XBLDA é a 

matriz dos espaços discriminantes (ou Matriz de transformação canônica).  A região de 

classificação para classe i é definida por i i hC {u U / u u u u para todo h i }= ∈ − < − ≠ (9), 

onde i = 1, 2, ..., g, e 
iu  é a i-ésima média canônica. O espaço U é divido em g regiões de 

classificação, C1,  C2 , ..., Cg tal que Ch ∩  Ci = Ø se  h ≠ i  e 
g

i
i 1

C U∪
=

= . Uma nova observação é 

classificada na classe com menor distância do centroide u
i
.   

3. Curvas principais: método dos k-segmentos 

A curva principal é uma generalização não linear de componentes principais e fornece uma 

curva suave unidimensional aproximada para um conjunto de dados em ℝ% [9]. [18] desenvolveram o 

algoritmo k-segmentos para construção das curvas principais não lineares. A seguir, é dada uma breve 

descrição deste algoritmo.    

Este método tem convergência garantida e usa uma definição probabilística para encontrar as 

componentes principais, por meio da maximização de uma função de log-verossimilhança. O método 

assume que os dados são corrompidos por algum ruído e, por esse motivo, não requer que a curva seja 

um ajuste exato dos dados. A construção de uma curva principal é de forma incremental, isto é, inicia-

se com apenas um segmento, sendo este número aumentado progressivamente. Depois de localizados 

os k-segmentos diferentes no conjunto de dados, estes são ligados formando uma linha poligonal, a 

qual pode ser usada como uma primeira aproximação para a curva principal, e finalmente faz-se o 
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alisamento da linha para obtenção da curva principal suave. O método tem uma sequência de vários 

algoritmos: do k-médias é extendido para o algoritmo k-lines, e deste se estende para o algoritmo k-

segmentos.   

 

4. Classificador baseado em curvas principais. 

 O algoritmo classificador foi construído semelhantemente ao modelo de Fischer.  

1) A análise discriminante para os dados amostrais é aplicada. A transformação das variáveis originais 

X em uma nova matriz Y = B'()
* X , onde BLDA é a matriz dos autovetores, que contêm os coeficientes 

discriminantes que maximizam a razão das variâncias entre as classes e dentro das classes.  

2) Cálculo da matriz dos espaços discriminantes U = XBLDA. 

3) Determinar os segmentos para cada classe (algoritmo k-segmentos). Na extração das curvas são 

empregadas as matrizes dos espaços discriminantes U de cada classe, das quais são obtidas as matrizes 

de nós (edges) e de suas coordenadas (vertices). 

4) Cálculo das distâncias euclidianas. Uma nova observação x é classificada na classe que contenha o 

segmento com a menor distância, isto é, seja fi um segmento pertencente a classe i (i=1, 2, ..., g). Para 

uma observação amostral x, seja di a distância entre x e fi. Se di= mink = 1,2, ...,g‖, − -.‖2, então x é 

classificado na classe k.  

5. Resultados experimentais 

Para avaliar o algoritmo proposto, foram utilizados três conjuntos de dados amostrais: Iris, 

Tiroide e Wine, ambos com 3 classes, todos obtidos na UCI – Machines Respository [19]. Cada 

conjunto tem a seguinte composição: Iris contém 150 observações e 4 variáveis; Tiroide contém 215  

observações e 5 variáveis; e Wine contém 178 e 13 variáveis. Para cada conjunto, retirou-se uma 

observação xi para classificação, o algoritmo executou a matriz Xn-1 x p.  

 

Conjunto Número de classificações 
Incorretas 

% de erro 

Fisher k-segmentos Fisher k-segmentos 

Iris 3 3 2 2 

Wine 2 0 1,12 0 

Tiroide 13 5 6,04 2,32 

 Tabela 1: Taxa de Erro Aparente (proporção de itens mal classificados) 
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O desempenho da classificação foi medido pela taxa aparente de erro (APER). Para o conjunto 

Iris, o algoritmo teve desempenho igual ao de Fisher e ao classificador desenvolvido por [3]; porém 

nos demais, o desempenho foi superior ao de Fisher. No conjunto Wine a taxa de erro foi de 1,12% 

para o método de Fisher contra 0% do k-segmentos e para o conjunto Tiroide, o desempenho do 

algoritmo k-segmento foi superior em 3,72%, conforme é mostrado na Tabela 1.   

 

6. Conclusão 

Este artigo propõe um classificador baseado no algoritmo k-segmentos (curvas principais não 

lineares). A troca das médias pelas curvas principais pode resultar em uma melhor classificação dos 

dados. Na continuidade deste trabalho, entende-se a importância de aplicar este classificador a outros 

conjuntos de dados e na comparação com outros métodos de classificação. 
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