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Resumo: Neste trabalho apresentamos um estudo comparativo de métodos iterativos da familia
SIRT e ART com o método LSQR na solucdo de problemas discretos mal-postos. Incluimos
critérios de parada para os métodos SIRT baseados no principio da discrepancia e a regra
mondtona [3], enquanto para LSQR, usamos a regra do produto minimo introduzido recente-
mente na literatura [1]. Apresentamos resultados obtidos para um problema da drea de tomo-
grafia chamado Shepp-Logan phantom incluindo uma comparagdo com os resultados do método

iterativo LSQR.
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1 Introducao
Consideramos solugoes numéricas para problemas lineares
Az =b, (1.1)

onde o vetor de dados b é obtido experimentalmente e portanto sujeito a incertezas: b = b*° fe,
em que e é um vetor de ruidos tal que

b — bexeto|| < 6. (1.2)

Em muitas aplicacoes a matriz A é mal condicionada e o problema acima é dito problema discreto
mal-posto. Uma consequéncia do problema original ser mal posto é que a matriz A do problema
¢ mal condicionada, isto é, pequenos ruidos no vetor b podem produzir grandes alteracoes na
solucao x. Uma maneira intuitiva para resolver um problema mal posto é através da substitucao
do problema original por um problema associado bem posto. Esta substitucao é feita conforme
a teoria de regularizacdo. A idéia béasica nos métodos de regularizacao é incorporar informacgoes
adicionais ao problema, visando solucoes estaveis e compativeis com os dados de entrada. Na
literatura encontramos os diferentes métodos de regularizagao tais como o método de Tikhonov
e métodos iterativos tais como LSQR, GMRES, RRGMRES.

Para problemas mal posto de grande porte (tais como tomografia, electrocardiologia, etc) em
que o calculo dos valores singulares da matriz nao pode ser realizado, sao utilizados métodos de
regularizacao iterativa. A idéia nesses casos consiste em calcular as iteradas e parar o processo
iterativo quando a qualidade da iteragdo comeca a incorporar ruido nos dados. Assim, uma
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dificuldade comum nos métodos iterativos é determinar a iteracao de parada, ja que uma vez
alcancado o ntimero 6timo de passos, as iteradas tendem a incluir mais informacgoes do ruido ao
longo do processo.

Neste trabalho apresentamos um estudo comparativo dos métodos de regularizacao iterativos
SIRT, ART e LSQR aplicado ao problema de reconstrucao de imagens médicas, que é uma das
muitas aplicacoes dos problemas inversos. A propriedade de regularizacao dos métodos iterativos
depende fortemente de um apropriado critério de parada que determine a transicdo entre a
convergéncia e divergéncia do método. Aqui utilizamos dois critérios de parada, o principio de
discrepancia e a regra monétona aplicados ao problema de Shepp-Logan do pacote AIR-Tools [4].

2 Meétodos iterativos

Nesta sec@o apresentaremos alguns métodos iterativos do tipo SIRT e ART.

2.1 SIRT

Os métodos SIRT sao do type Landweber e descritos, em forma geral, como

=P N TATM(b - Ad¥), k=0,1,... 21)

onde zF denota o vetor atual da iteracdo, A\, denota o parametro de relaxacio, e as matrizes M
e T sao simétricas e definidas positivas. As condigoes de convergéncia do método é descrita no
teorema abaixo [2].

Teorema 2.1. O algoritmo 2.1 com T = I converge para T, onde T € solugcdo do problema
min ||Az — b||ps se e somente se

2
O0<es< A< —5—¢ (2.2)
01

onde € > 0 € um numero fixo, arbitrdrio e muito pequeno, e o1 € o maior valor singular de
1 . .~ . L.
M2 A. Adicionalmente, se x° € R(AT), entdo T ¢ a solugcdo de norma minima na norma 2.

2.1.1 Meétodo clasico de Landweber

O método clasico Landweber tem a seguinte forma,
P =gk AT (b — AZR), k=0,1,... (2.3)

o que corresponde de definir M =T =TI em (2.1).

2.1.2 Meétodo de Cimmino

O método de Cimmino foi originalmente basado em reflexoes sobre hiperplanos mas também
tem outra versao com projecoes. Seja H; o hiperplano definido pela equacao linear < a*, z >= b;

'Hi:{xERn’<ai7x>:bi}’ i=1,...,m.

A versao do método baseado em projegao calcula as iteradas através de:
1 m
gF =2+ A Z;wz‘(Pz‘(l“k) —z¥)
i

onde P; é o operador projecao no hiperplano H;.
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2.1.3 Método CAV(Component Averaging)

Este método é uma extensdao do método Cimmino que inclui um termo proporcional ao
nimero de elementos nao zeros da matriz A. Seja s; o nimero de elementos nao zeros da coluna

jparacada j=1,...n,e [|d']|% = > i1 a?jsj. O algoritmo do método CAV calcula as iteradas
na forma:
b <atab >
a
i=1 S

onde w; > 0 sdo os pessos definidos pelo usuério.

2.1.4 Método DROP(Diagonally Relaxed Orthogonal Projections)

O método DROP ¢ outra extensdo do método Cimmino inspirado no método CAV. No
método DROP também temos os pessos correspondentes a cada equagao. Seja w; > 0 o pesso
definido pelo usudrio. O algoritmo DROP é da forma

.%'j —$j+ kS—ZWCL] =0, 1,... ()
J =1 2
para todo j = 1,2,...,n e os s;, w; > 0 como no método anterior.

2.1.5 Método SART (Simultaneus Algebraic Reconstruction Technique)

O método SART tem a seguinte forma
2F = 2P L N VAT (b — Az, (2.6)

onde V = diag(¢;) e W = diag(é), onde (! e ¢; denotam as somas dos elementos das linhas e
colunas da matriz de A respectivamente. Isto é

n

(i:Za;- para 1=1,....,m (2.7)
j=1
m .

Q:Za? para j=1,....,n. (2.8)
i=1

2.2 Algebraic Reconstruction Techniques(ART)

Os métodos da familia ART tratam o problema projetando sucessivamente em cada hiper-
plano definido pelas linhas da matriz.

2.2.1 O Método de Kaczmarz

O classico e mais famoso método do tipo ART é denominado método de Kaczmarz. O
algoritmo é dado por

kO _ ok

x
bi— < al, ak il >

la]13

mk’i:xk’i_l-l-)\k i:172,...,m,

7
xk:Jrl — xk,m‘

Uma variante do método acima é o método simétrico de Kaczmarz.
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2.2.2 O Método Simétrico de Kaczmarz
Este método considera um passo do método de Kaczmarz seguido de outro passo do memso
método onde as equagoes sao usadas em ordem reversa.

X

bi— < at,aki=l >
I ’H%

xk,z :xk,lfl + Mg al7 1=1,2,...,m,

2.3 LSQR

O método LSQR é um método iterativo baseado na fatoracao QR e no processo de bidiago-
nalizacao de Lanczos para o problema

min ||b — Az||3 (2.9)
zeR”

O método produz uma sequencia de solucdes aproximadas z* para o problema (2.9) minimizando
no subespaco de Krylov k(AT A, ATb). Isto é, a k-ésima iterada é definida por

a¥ = argmin ||b— Az|]3. (2.10)
2k (AT A, ATD)

3 Critério de parada

Nesta seccao introduzimos uma regra geral para determinar um indice apropriado de parada
k* para os métodos iterativos SIRT, ART e LSQR.

Para o caso dos metodos SIRT e ART apresentamos o principio de discrepancia e regra
mondtona desritos em [2].

Proposicao 3.1. Seja {xk} dado por (2.1), onde T = I e rF M%(b — Az¥). Sejam Q =
M%AATM%, W =1~ 2(1 Q, onde e B sao nimeros reales. Seja b™° € R(A) e T
qualquer solucdo do problema Aw = pxato o 1 < 7 < 1. Também, seja ey = ||T — 2F|| e
t1 = 2X\(1 — a)(r*, Wrk). Entdo
1
Cis1 = € — Mda,p — 2m8|| M2 |7*) — 11 (3.1)
onde
dog = (", 2a + B — 1)r¥ + (1 — g)rk+hy. (3.2)

Baseado na proposicao acima temos a seguinte regra de parada para os métodos SIRT e
ART, chamada de regra «, 3, definida pela desigualdade

regraq, 3 : < 7'5HM I|. (3.3)

I ’“II

Utilizando a regra (3.3), se busca o menor k = k, g tal que a desigualdade (3.3) é satisfeita para

@, B e da g escolhidos pelo usudrio. Se o = 0.5, B = 1, entdo do51 = ||r*||?> = dpp, o indice
de parada k£ = ko5,1 = kpp. Ou seja, a regra «, 8 coincide com o critério de discrepancia de
Morozov:

regra DP:  ||7*|| < 76| M2 (3.4)

Sea=1,3=0,entao diog=dyr = (rk, 7k 4 pF+1)  Neste caso obtemos o critério de parada
conhecido como regra mondtona, a qual sugere tomar como indice de parada o primeiro indice
tal que

dy e

regra M E : Ir kH

< TcSHM I|. (3.5)
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No método LSQR o critério de parada estd baseado no comportamento da norma do residuo
7%z e da solucao aproximada ||z*||o em cada iteracdo. Para este método ||[rF||y = ||b — AzF]|o
decresce com k enquanto ||z¥||2 cresce. Conseqiientemente, se busca escolher a iteracdo k que
minimiza a funcio ¥y = ||7¥||2]|2*||2 [1], ou seja o critério de parada para LSQR define

k* = argmin{¢y}, k=1,2,... (3.6)

4 Resultados Numeéricos

Os problemas aqui apresentados sao de reconstrucao de imagens. O objetivo é obter uma
imagem de melhor qualidade, ou seja, com mais detalhes, a partir de uma imagem de qualidade
inferior.

4.1 Reconstrucao de Imagens

Nos testes consideramos 2 = 0 e o lado direito b é contém incertezas; issso ocorre freqiien-
temente pois, em geral, b provém da discretizacao de uma funcao continua, ou é obtida experi-
mentalmente e, portanto, sujeita a erros de medigao.

Em todos os problemas, o vetor de perturbacces e, gerado pela rotina randn do MATLAB,

b = b7 4 |62 |1,0.01N L(e/|le]|2) (4.1)

onde NL é o nivel de ruido relativo desejado.

4.2 Imagem Shepp-Logan phantom

A imagem exata é uma modificagdo do problema Shepp & Logan. A imagem tem tamanho
50 x 50 pixels e o objetivo é recuperar a imagem original. A matriz A utilizada é gerada pela
rotina paralleltomo contida no pacote AIR-tools [4]. A imagem embagada e com ruido ¢ obtida
também pela rotina paralleltomo.

A figura 1 mostra a imagem exata e as imagens obtidas pelos metodos iterativos Landweber,
Cimmino, CAV, DROP, SART, Kaczmarz, Kaczmarz simétrico e LSQR.

Landweber Cimmino

Figura 1: Imagen exata e imagens estimadas com 5% de ruido nos dados.

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0122 010122-5 © 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0122

Tabela 1:

% de ruido nos dados e utilizando o principio de discrepancia.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

Métodos A Emedia | Emin Enaz Emin | kmaz
Landweber 2.7295e-04 | 0.2305 | 0.2305 | 0.2305 | 376 | 376
Cimmino(projecao) | 67.1514 0.2763 | 0.2754 | 0.2785 | 183 | 400
CAV 1.2003 0.2769 | 0.2763 | 0.2794 | 177 | 400
DROP 1.2000 0.2749 | 0.2738 | 0.2784 | 151 | 400
SART 1 0.2359 | 0.2359 | 0.2359 | 290 | 298
Kaczmarz 0.2500 0.4486 | 0.4486 | 0.4486 | 5 5
Kaczmarz simétrico | 0.2500 0.3926 | 0.3926 | 0.3926 | 2 2
LSQR - 0.2756 | 0.2756 | 0.2756 | 26 26

Resultados obtidos para o problema Shepp-Logan phantom apds 10 execugoes com 5

M¢étodos A Eredia | Emin Ernaz Emin | Emaz
Landweber 2.7295e-04 | 0.2331 | 0.2331 | 0.2331 | 400 | 400
Cimmino(projecao) | 67.1514 0.2629 | 0.2619 | 0.2645 | 179 | 400
CAV 1.2003 0.2629 | 0.2624 | 0.2639 | 205 | 381
DROP 1.2000 0.2618 | 0.2608 | 0.2627 | 224 | 400
SART 1 0.2412 | 0.2412 | 0.2412 | 302 | 313
LSQR - 0.2756 | 0.2756 | 0.2756 | 26 26

Tabela 2: Resultados obtidos para o problema Shepp-Logan phantom apds 10 execugdes com 5
% de ruido nos dados e utilizando a regra mondtona.

Os problemas foram resolvidos 10 vezes com diferentes vetores de perturbacao. Os resultados
obtidos usando critério de parada de Morozov sao apresentados na tabela 1. LSQR usa a regra
de parada do produto minimo (3.6). Podemos ver que os erros nos métodos SIRT sdo menores
en comparacao com os métodos ART mas o nimero de iterades sao maiores. Vemos também
que os resultados do método LSQR produzem erros compativeis comos métodos SIRT mas usam
menos iteragoes. Na tabela 2 apresentamos resultados obtidos com a regra ME para os métodos
SIRT. Nao apresentamos resultados dos métodos ART, pois a regra mondtona nao é valida para
estes métodos. Vemos entao que todos os métodos produzem resultados muito parecidos, exceto
pelo SART cuja qualidade é levemente melhor.

Na prética os problemas sdo de grande porte podendo chegar a milhées de varidveis. A im-
plementacao dos métodos SIRT e ART pode apresentar dificuldades pelas limitagoes de memoria
no computador. Essas dificuldades podem ser contornadas usando estratégias de implementacao
por blocos. Esse é um tépico de estudo em desenvolvimento.
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