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Resumo. Neste trabalho foi estudado, do ponto de vista de simetrias de Lie, um modelo
matematico para invasdo tumoral. O modelo continuo consiste de um sistema nao-linear de
equagoes diferenciais parciais que descreve a dinamica de interagoes entre a densidade de
células tumorais, a densidade da matriz extracelular e a concentracao de enzimas degradantes
da matriz. Solugoes particulares do modelo foram obtidas por meio da aplicacao da técnica
de simetrias de Lie.
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1 Introducao

Apesar de todo avanco cientifico, o cancer continua sendo uma das principais causas
de morte no mundo. Uma das razoes para isso é a imensa complexidade da doenca, que
se inicia em nivel subcelular com alteragoes nos genes que controlam a maneira como as
células funcionam, principalmente seu crescimento e divisdo, e acaba se manifestando em
alteracoes funcionais na escala celular e tecidual. A complexidade é tal que, realistica-
mente, é preciso se concentrar em subconjuntos da miriade de processos envolvidos, a fim
de parcialmente compreender a evolugao do cancer.

A complexa e dinamica natureza do cancer estd cada vez mais sendo explorada por
meio de modelos matematicos e computacionais, pois estes possibilitam integrar multiplas
variaveis de interacao e prever de forma dinamica como essas varidveis mudam no espaco
e no tempo. Em [1] sdo descritas uma gama de abordagens em modelagem de céancer.
Dentre as descritas esta o uso de modelos continuos de equagoes diferenciais parciais,
que possibilitam explorar processos inerentemente espaciais como a invasao de tecidos e a
disseminacao metastatica. Uma interessante abordagem, utilizando um modelo continuo
de equacoes diferenciais parciais, que deixou de lado o processo de proliferagao celular e
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se concentrou apenas no papel da migracao de células tumorais na invasao do cancer, é
descrita em [2].

O modelo proposto em [2]| para tumores sélidos em estdgio avascular, primeiro estagio
do desenvolvimento do cancer, descreve a dinamica de interagoes entre a densidade de
células tumorais (denotada por N), a densidade da matriz extracelular ECM (denotada
por E) e a concentragao de enzimas degradantes da matriz MDEs (denotada por M). Para
o desenvolvimento do modelo em [2] foi assumido o seguinte:

e as células tumorais produzem MDEs que degradam a ECM localmente. O espaco
criado pela degradacao possibilita que as células tumorais se movam por simples
difusao, com coeficiente de difusdo D;. Além disso, a degradacao provocada pelo
cancer leva a uma reorganizagao da rede de proteinas que formam a ECM, o que
promove a migracao de células tumorais nessa direcao. Esse movimento direcionado
de células tumorais é denominado haptotaxia, com coeficiente haptotéatico p;

e as MDEs degradam a ECM por contato e, consequentemente, o processo de de-
gradacao foi modelado pela lei de acao das massas, com constante de degradacgao

0;

e as MDEs sao produzidas por células tumorais a uma taxa p, difundem-se em todo
o tecido com coeficiente de difusdo Dy e decaem linearmente a uma taxa .

De acordo com o descrito previamente, o sistema de equacoes diferenciais que descreve
as interagoes entre as células tumorais, ECM e MDEs pode ser escrito como:

Ny = D1V2N — pV.(NVE),

E, = —0ME, (1)

M; = DyV?M + uN — \M,

\

em que Dy, Dy, p, §, 1 e X sdo constantes positivas, V = (9;,9,,0,) e V2 = V.V é o
laplaciano em 3-dimensoes. Como dominio do sistema foi considerado uma regiao limitada
do tecido, denotada €2, com condicoes iniciais apropriadas para cada varidvel. Uma vez
que as células tumorais e as MDEs permanecem dentro do dominio, ou seja, o tecido em
questao, condigoes apropriadas de contorno também sao impostas em 0f2, fronteira de €.

Na Figura 1 e na Figura 2, para uma melhor visualizagao do processo de invasao do
cancer, estd esquematizado o modelo (1).
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Figura 1: Adaptada pelos autores a Figura 2: Adaptada pelos autores a partir de
partir de imagem que se encontra em imagem que se encontra em [1]. Esta figura re-
[5]. Esta figura representa as células presenta a difusdo e haptotaxia com movimento
tumorais produzindo MDEs que degra- governado no sentido da maior concentragao de
dam a ECM e, assim, tanto as células  proteinas.

tumorais quanto as MDEs migram para

o tecido circundante.

O estudo do modelo (1) em [2] foi numérico, por meio de simulagoes. Entretanto,
um primeiro esfor¢o em uma abordagem analitica do modelo (1), do ponto de vista de
simetrias de Lie, foi apresentado em [4]. Aqui, o modelo (1) também foi estudado do ponto
de vista de simetrias de Lie. Devido a isto, na secao 2, foi apresentado o teorema de maior
relevancia na construgao de solugoes do modelo (1).

2 Simetrias de Lie

Os aspectos tedricos relacionados a teoria de simetrias de Lie podem ser encontrados
em [3,6]. Contudo, destaca-se o Teorema 2.1, fortemente utilizado neste trabalho, que se
encontra em [6].

Teorema 2.1. (Construcao de Invariantes). Assuma que o sequinte sistema com m
equagoes
F, (x, u, du, ...,8ku) =0,1<a<s,

admita um grupo continuo G, e seja H um grupo com p geradores,

;0 0 i=1,..,n
vo_ ¢l ‘ i <y < s ooy 10y
X 5”8x1+?7”8u#’ 1_V_P7 _1’ ,m.
Seja
| .
D« = posto SRR N R/ UL

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0438 010438-3 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0438

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

Entao, H possui (m + n — p.) invariantes funcionalmente independentes:
Ji(x,u), ... Imgn—p, (X, ).
Suponha

0J
posto (E)ui> =m, u=1,...m, B=1,....,m.

Entao, definindo ‘
N = Jm+j(X7 u), 1<j<n—ps
¢p = Js(x,u), 1<B<m,
podemos escrever as solugoes invariantes da forma

pp =g (A, .., A"P), 1< B <m.

3 Resultados

O resultado principal deste trabalho é a apresentacao de duas solugoes particulares
do sistema (1), caso em que A = 0. Trés subsegbes foram utilizadas para apresentar os
resultados. Na subsegao 3.1, consta o subgrupo de simetrias do sistema (1) para o caso
em que os parametros sao nao-nulos, as solugoes invariantes construidas e a transformacao
do sistema (1) em um novo sistema de EDPs. Na subsecao 3.2, consta o subgrupo de
simetrias do novo sistema para o caso em que apenas A = 0 e o sistema de EDOs obtido a
partir das solugoes invariantes construidas. Por fim, na subsecao 3.3, as solucoes obtidas.

3.1 Subgrupo de Simetrias do Sistema (1) e Solugoes Invariantes
Teorema 3.1. Para DDy # 0 e quaisquer valores de p, 6, p e \, 0s operadores
X =0.Y=0y,Z=0,T =0, R =20, — 205, Ro = y0., — 20, e R3 = x0y — YOy,

formam um subgrupo de simetrias do sistema (1).

Considerou-se que o sistema (1) fosse simultaneamente invariante sob os operadores
R1, Ry e R3. Entao, utilizando o Teorema 2.1, foram construidos os seguintes invariantes:

N = ®y(r,t), E = Oo(r,t) e M = P3(r, t),

em que
r=a?4+y?+ 22

Assim o sistema (1) foi reescrito, em coordenadas esféricas, da seguinte forma:

Ny = D1 (Nyr + 2N,) — p (N, E, + NE,, + 2NE,),
E; = —0ME, (2)

My = Dy (M + 2M,) + puN — AM.

Como o resultado da transformagao foi um novo sistema de EDPs, fez-se necessario
repetir o processo. O resultado se encontra na secao 3.2.
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3.2 Subgrupo de Simetrias do Sistema (2) e Solugoes Invariantes

Teorema 3.2. Para D1D0up #0 e A =0, 0s operadores
X, = gar 40, — MOy — 2NOy e T = 0,

formam um subgrupo de simetrias do sistema (2).

Considerou-se que o sistema (2), com A\ = 0, fosse invariante sob o operador X;. Entao,
utilizando o Teorema 2.1, foram construidas as seguintes solugoes invariantes:

N:%Ql(w),E:@g(w)eM:%@g(w), (3)

em que w = % e, assim, o sistema (2) foi transformado no seguinte sistema de EDOs:
—sw3®) = Dy (1201 — 6w®) + w?®)) — p (W2 @} D) + W2 P PY — 2wdP)) ,
LBy = 604, (4)
—3w3®y = Dy (283 — 2w + w2 ®Y) + pdy.

3.3 Solucgoes do Sistema (4)
As duas solugoes obtidas para o sistema (4) sao:

1. Para D1 = Ds:
2

w 'LU2
Py (w) = wle 01 (w? —2Dy), Po(w) =0e P3(w) = pw’e 01, (5)

2. Para D # Da:

2 2 2

Dy (w) = wde D1 (2Dy —w?), ®(w) =0e P3(w) = we 103 + %we_fﬁ. (6)

Substituindo (5) e (6) em (3) e voltando as varidveis originais, obtem-se as duas solugoes
particulares do sistema (1) para o caso em que A = 0.

4 Conclusoes

Solugdes particulares do sistema (1), que descrevem um caso extremo em que o cancer
degradou toda a ECM, foram obtidas por meio da aplicacao da técnica de simetrias de
Lie. Logo, a técnica pode ser uma alternativa para se encontrar solucoes analiticas de
modelos matematicos para invasao tumoral.

Agradecimentos

O primeiro autor agradece a UFABC pelo apoio financeiro. O segundo autor agradece
ao CNPq (processos 404912/2016-8 e 308516/2016-8) pelo auxilio financeiro.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0438 010438-5 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0438

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

Referéncias

[1] P. M. Altrock, L. L. Liu and F. Michor. The mathematics of cancer: integrating
quantitative models, Nat. Rev. Cancer, 15:730-745, 2015.

[2] A. R. A. Anderson, M. A. J. Chaplain, E. L. Newman, R. J. C Steele and A. M.
Thompson. Mathematical modelling of tumour invasion and metastasis, J. Theor.
Med., 2:129-154, 2000.

[3] G. Bluman, A. Cheviakov, and S.C. Anco. Applications of Symmetry Methods to
Partial Differential Equations. Springer, New York, 2010.

[4] A. Bortuli Junior, I. L. Freire e N. A. Maidana. Tumores Sélidos Localizados: Uma
Abordagem Via Simetrias de Lie, Proceeding Series of the Brazilian Society of Com-
putational and Applied Mathematics, volume 6, 2018.

[5] J.J. Bravo-Cordero, L. Hodson and J. Condeelis. Directed cell invasion and migration
during metastasis, Curr. Opin. Cell Biol, 24:277-283, 2012.

[6] N. H. Ibragimov. Elementary Lie group analysis and ordinary differential equations.
John Wiley and Sons, United Kingdom, 1999.

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0438 010438-6 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0438

