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Resumo Neste trabalho utilizamos conceitos de invexidade para provar resultados de oti-
malidade parcial para o problema de corte de estoque biobjetivo (minimizagao do ndmero
total de objetos cortados e minimizacao do niimero total de ciclos da serra). Essa abordagem
permite estabelecer conexoes entre otimizacao discreta e otimizacao continua multiobjetivo.
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1 Introducao

O Problema de Corte de Estoque (PCE) consiste em determinar como cortar um
conjunto de objetos grandes em estoque (todos de mesma dimensao e espessura t) para
produzir um conjunto de m itens menores para cumprir uma demanda d; para cada item
i, 1 = 1,...,m. Cada combinagdo de itens em um objeto, respeitando as condigoes de
nao sobreposicao e limites fisicos do objeto, é chamada de padrao de corte e pode ser
representada por vetor coluna A;, de dimensao m em que cada elemento a;; é o nimero
de itens do tipo i no padrao j. Considerando que sao conhecidos n padrées de corte,
definimos xj,j = 1...n, como o nimero de objetos grandes cortados de acordo com o
padrao de corte j. O critério usual para o PCE é a minimizagdo do nimero total de
objetos cortados para atender a demanda dos itens. No entanto, no contexto de aumento
da produtividade do equipamento de corte [6], é importante considerar dois outros critérios
que estao em conflitos com esse: a minimizacao do ntimero total de preparos da maquina e
a minimizagao do ntimero de ciclos da serra. Um ciclo da serra representa toda a operacao
da maquina de corte para cortar um ou mais objetos simultaneamente. Se o excesso de
demanda for aceito, um melhor uso da capacidade da serra pode resultar no aumento do
numero de objetos cortados. Dada a altura da serra, h, o niimero maximo de objetos que
podem ser empilhados na maquina e cortados simultaneamente é: ¢ = L%J (Capacidade da
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serra). Considerando entao, os critérios para tomada de decisdo como sendo, minimizar o
numero total de objetos cortados (11(z)), minimizar o nimero total de preparos (12(x))
e minimizar o nimero total de ciclos da serra (¢3(x)), podemos representar o problema
através do modelo matemadtico multiobjetivo (MPCE).

wa Yoz Z&x] ), com 0(z;) = {(1): :Zig e 7?3(37):2[%]—‘

j=1 7=l
(MPCE) min v¢(z) = (¢Y1(z),v2(z),v¥3(x))

n

ZAJ%

7j=1

.CIZjEN, 1=1,...,m.

2 Problema auxiliar para (BPCE,)

Uma das dificuldades em se resolver o problemas (MPCE) é o fato das funcoes 2 (z)
e Y3(z) nao serem continuas. Em [2] foi estudado o problema PCE biobjetivo (BPCE)
considerando os objetivos ¥ (z) e 12(x), e foram usados resultados de invexidade e uma
suavisagao da funcao 19(z) para determinar a qualidade de uma solugao factivel para o
problema (BPCE). No presente trabalho, extendemos esses resultados para tratar do PCE
biobjetivo considerando os objetivos ¢1(z) e 3(x) (BPCE,). Inicialmente, propomos a
funcao continua @s(x) definida em (1) e mostramos na Proposi¢ao 2.1 que, considerando
parametros adequados, p3(z) é uma boa aproximagao para ¥s(x) considerando que o
critério de otimizacao é de minimizacao.

= ¢l)) (1)
j=1

0, T < 0
em que VM € R, M >0, ¢(x;) = (M + 1)sen2(7r:cj), 0<z; <3 .
cx; + (M)sen®(wz;), x> 3

Proposigao 2.1. Para x € N" e M suficientemente grande, min ps(x) = min 3(x).

Demonstragdo. Note que: min ¢3(z) = >°7_; min ¢(z;). Fazendo z; = ¢, calculando a
derivada, e usando identidades trigonométricas obtemos os pontos criticos de ¢(t): to,t;
(§] tQ (2)

ok — sen™! (ML) 2wk + 7 4 sen”!
v

to=0, t1= ,k€Z+et2: o

= (1) keZy (2)

Avaliando os pontos criticos na segunda derivada temos que i) ¢y e t; sdo pontos de
minimo e ii) 2 é ponto de maximo. O valor da func¢ao nos pontos de minimo sao: ¢(tg) =0
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2kt — sen™! ( ¢ )

o(t1)) = ¢ 5 Mr + M sen? 5

2kw — sen~! (MLTr)

. ~ _ c .
Vamos analisar o comportamento da expressio sen ' (M—) para M suficientemente
7

grande. Usando a continuidade da funcio sen™! temos que:

c c
lim sen ™! (—) =sen ' | lim — | =sen"'0=0. 3
M—o0 M M—oo M ( )
Portanto para valores de M suficientemente grandes temos que min ¢(t) é suficientemente
proximo de ck. Isto é, para k € Z4 e M suficientemente grande min @3 = min ¢3. O

3 Determinando solugoes parciais-i eficientes para (BPCE,)

Iniciamos essa secao apresentando de forma resumida os conceitos necessdrios para a
apresentacao de resultados para determinar a qualidade de uma solucgao factivel para o
problema (BPCE.) definido na Segao 2. Maiores detalhes podem ser obtidos em [1,3,5].
A solucao de um problema multiobjetivo:

s.a. gi(x) =0, i=1,...,m.
r €S,

em que S é um conjunto aberto do R", f = (f1,f2,...,fp) : S CR" - RP e g =
(91,9255 9m) : S C R™ — R™ sao diferencidveis, é dada por um conjunto nao unitério
de solucoes, ditas eficientes no sentido de Pareto. E possivel definir diversas relacoes de
eficiéncia, em particular o conceito de solucao parcial-i eficiente, Definicao 3.1. Esse con-

ceito é necessario para a definigdo de um Problema parcial-i SKT-pseudoinvexo (Definigao
3.2).

Definigao 3.1. (Solucao parcial-i eficiente)Um ponto factivel, T, € dito solugdo parcial-
i eficiente para (MP) com i € {1,...,n}, se ndo existe nenhum outro ponto factivel, x,
tal que f(x) <; f(Z), isto é: f(x) <5 f(&) & fi(z) < fi(x) Vi=1,...,n, e fj(z) <
fi(@), comje{l,...,n}.

Definicao 3.2. (Problema parcial-i SKT-pseudoinvexro) Dado i € {1,...,p}, o pro-
blema (M P) € dito parcial-i SKT-pseudoinvexo em T se existe uma fun¢aon : S xS — R"
tal que Vx factivel

onde I(z) ={j:j=1,...,m tal que g;(z) = 0}.
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Nos Teoremas 3.1 e 3.2 mostramos que as condigoes de otimalidade parcial propostos
em [2] podem ser extendidas para o problema (BPCE,). Antes de enunciar e demonstrar
esses resultados, precisamos do conceito de Ponto Critico de Kuhn-Tucker, Definicao 3.3.

Definicao 3.3. (Ponto Critico de Kuhn-Tucker)Um ponto factivel, T para (MP), é
dito ponto critico de Kuhn-Tucker(KTCP) se eviste A € RP, u € R™, tal que: NIV f(z) +
,LLTVg(i') =0; pTg(z) =0; u 2 0; A > 0. Quando X\ > 0, T € dito ponto estrito de
Kuhn-Tucker(SKT).

Conforme demonstrado em [2] temos que: “Todo ponto estrito de Kuhn-Tucker é
uma solugcdo parcial-i eficiente para (MP) se, e somente se, (MP) € parcial-i SKT-
pseudoinvexo”. Assim, para a testar a qualidade de uma solucao factivel z* para o pro-
blema (BPCE,.), mostramos inicialmente que se z* é parcial-i eficiente para o problema
(BP,yz,) entao também o é para o problema (BPCE,) definido em (4), Teorema 3.1.

(BPaus,) min ¢(x) = (e1(x), @3(z)) (4)

n
s.a. ;i € Xouz = {xER",xZO:Zajixj —d; >0,i=1,...,m}.
j=1

Teorema 3.1. Seja M € R, M > 0 (Suficientemente grande), e x* € Z"™ um ponto
factivel de (BPyy,). Se x* é uma solugao parcial-1 eficiente de (BPyyug,), entao x* €
solugao parcial-1 eficiente de (BPCE,).

Demonstragao. Seja M > 0 suficientemente grande e x* € Z™ uma solugao parcial-1
eficiente para (BP,u., ). Vamos supor que z* ndo ¢é solucdo parcial-1 eficiente para o
problema (BPCE,). Ou seja, existe & € X tal que (¥1(Z),v3(%)) <1 (¢¥1(x*),3(x*)).
Como z* € Z" e * € Xguz, temos que z* € X, ou seja, x* é factivel para (BPCE,), assim
temos pela Proposicao 2.1 que p3(x*) = ¥3(z*) e p3(Z) = ¥3(x) . Entao, (¢1(2), p3(z)) =
(61(2), 05(@)) <1 (1(a"), Ys(7) = (1(2"), a(a)). Ou sea:

(#1(2), p3(7)) <1 (r(27), p3(a7)),

0 que é um absurdo, pois z* é solugao parcial-1 eficiente para (BP,;,.) por hipdtese.
Portanto z* é uma solucdo parcial-1 eficiente para (BPCE,). O

Para concluir, resta mostrar que o problema (BP,,;.) é parcial-1 SKT-pseudoinvexo
(Teorema 3.2) e que um ponto estrito de Kuhn-Tucker de (BP,y,,) é solucdo parcial-1
eficiente de (BPCE,) (Teorema 3.3).

Teorema 3.2. Seja M € R, M > 0(Suficientemente grande), e x* € Z"™ um ponto factivel
de (BPguz,), entao (BPyyuz,) € parcial-1 SKT-pseudoinvero em x*.

Demonstragdao. Seja x* um ponto factivel para (BPgyuy,), com M € R, suficientemente
grande. Observe que V() = (1,...,1) e Vio(x) = (¢ (21),...,¢ (z,)) em que

0, x5 <05
¢ (z;) =< 2m(M + 1)sen(mx;)cos(mx;), 0< zj < 3
¢+ 2m(M)sen(nz;)cos(nx;), x5 > 3.
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9

’ 0 x: =0;

Como z € Z" temos que ¢ (z;) = { c: a:j S %’
Vamos reescrever as restrigdes de (BPgyz.) como Xgue = {z € R" : gi(x) < 0,i =
1,...,m+n} considerando g = (g1, .- -, Gm, Gmt1,-- > Gmin) : R — R™F" definida como
gi(x) = di — > ajjxj,i=1,...,me gi(x) = —Tj—m,i = m+1,...,m + n. Para provar

que (BP,y,,) é parcial-1 SKT-Pseudoinvexo, vamos supor que exista & € Xgq, tal que
©(7) <1 @(x*). Sob essa hipétese, e de acordo com a Defini¢ao 3.2, temos que encontrar
n:R™" x R" — R" tal que

(S
~—

{ Vep(a*)n(z,2*) < 0; (
Vgi(x*)n(z,z*) £ 0,i € I(z*),

com I(z*)={i=1,...,m+n: gi(z*) = 0}. Observe que, Vg;(z*) = (—ai1, ..., —ain),i =
1,....,m; e Vgme1(z*) = (=1,0,...,0), Vgmia(z*) = (0,—1,...,0),...,Vgmin(z*) =
(0,0,...,—1). Por hipdtese p(Z) <1 ¢(z*), entdo temos que ¢1(z) < @1(z*). Definindo
n(z,x*) = & — z*, devemos mostrar que:

i) Vo(z*)n(z,z*) < 0. De fato, para ¢ = 1 temos que:

Tl — IT
Ve m@a)=(1 1 - 1) 1 | =03 - <0
Tn — ),
e para i = 2 temos que:
T — )
Vs (a*)n(z,a*) = (¢ (1) ¢ (x2) -+ ¢ (2n)) z <0.
Tn — T,

ii) Sei=1,--- ,meie€ I(z"), entdo:
n n
Vai(a (@, a*) = Y —ay(; — ) = Y —ay¥; + ar} =
j=1 j=1

n
= Z—aijij—l—digo, i1=1,---,m
7=1

Sei=m+1,--- ,m+neiéecl(xz*), entdo g;(z*) = 0, ou seja, n(z,z*) = . Logo,
Vgi(z*n(z,2%) = -2; <0, i=m+1,--- , m+n.

Consequentemente, temos que a funcao n definida por n(z,z*) =  — x* satisfaz (5)
e portanto (BPgyz,.) ¢ parcial-1 SKT-Pseudoinvexo.

O]

Teorema 3.3. Seja M € R, M > 0(Suficientemente grande), e x* € Z" um ponto factivel
de (BPuyz,). Se x* é um ponto estrito de Kuhn-Tucker de (BP,y,,), entao x* é solugao
parcial-1 eficiente de (BPCE,).
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Demonstragao. Seja M € R, suficientemente grande e * € Z"™ um ponto estrito de Kuhn-
Tucker para (BPuyz,). Como (BPuys,.) € parcial-1 SKT-Pseudoinvexo pelo Teorema 3.2
temos que z* é solugao parcial-1 eficiente para (BP,,,,). Finalmente pelo Teorema 3.1
temos que x* é solucdo parcial-1 eficiente para (BPCE,). O

No exemplo a seguir ilustramos como os resultados apresentados nessa secao podem ser
lteis para avaliar a qualidade uma solucao factivel para o problema (BPCE,). Considere
o seguinte problema de corte de estoque biobjetivo:

4

4 .
min () = (@r(2), (@) = | Y Y [ 2] (6)
j=1

j=1
s.a. 6x1 + Sz > 102
2x3 + x4 > 200
x9 + 2x3 + 3x4 > 150
T1,T9,T3,Tq € N,

Vamos escrever o problema auxiliar associado ao problema acima, com M = 100 e ¢ = 5:

4 4
min p(z) = (pl(x),@3(x) = | Y 25, Y o))
=1 j=1

s.a. —6x1 — Dxo +102 <0
—2x3 —x4+200<0
—x9 —2x3 — 314 + 150 <0
—x; <0,i=1...4.

Vamos mostrar que o ponto factivel z* = (17,0, 100, 0) é um ponto estrito de Kuhn-Tucker
do problema auxiliar. Para isso devemos mostrar que existem p = 0 e A > 0 tal que:

{ NIV f(a*) + ' Vg(z*) =0

pg(a*) =0. @

Considerando f(x) = ¢(z) e g(z) as restrigoes de atendimento & demanda e nao negativi-
dade das varidveis em (7), obtemos o seguinte sistema:

0 0o -2 -1
11 1 1 0 -1 -2 -3
(A Xz)(5050>+(u1 M2 p3 pa ps ope  pr )| —1 0 0 0 =0
0o -1 o0 0
0 o -1 o0
0 0 0o -1
0 (8)
0
—50
(m1 pm2 w3 pa ps pe HT ) *(}7 =0
—100
0
A>0,p20

Fixando pug = 0, us = 1, ug = 0 e pu7 = 4, uma solucao de (8) é \* = (%,1—10) S =

(%, %, 0,0,1,0, 4) . Portanto z* é um ponto estrito de Kuhn-Tucker e, pelo Teorema 3.3 é
uma solucao parcial-1 eficiente para o problema de corte de estoque (6).
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4 Conclusoes

Nesse trabalho determinamos condic¢oes para que um ponto factivel z* para o problema
(BP,yz,) seja um ponto estrito de Kuhn-Tucker, e um ponto parcial-1 eficiente para o
(BPCE,). Essa abordagem pode ser util para classificar solugoes factiveis obtidas por
métodos heuristicos e assim obter uma aproximacao da Fronteira de Pareto. Outra forma
de utilizar essa abordagem é resolver o sistema (7) admitindo que a solucao factivel x
seja desconhecida. Nesse caso é necessario resolver um sistema de equagoes nao lineares.
Em [4] é proposta uma metodologia para obter solugdes factiveis para sistemas de equagoes
lineares e nao lineares baseada em Programacao por Metas. E importante observar que
a metodologia proposta neste trabalho pode ser aplicada para resolver o PCE nos casos
uni e bidimensional. A alteracdo necessaria se da no processo de obtencao dos padroes de
corte.
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