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Resumo. Esse trabalho apresenta um método numérico para resolver as equagoes gover-
nantes para escoamentos viscoelasticos modelados pela equagao constitutiva integral KBKZ-
PSM em malhas hierarquicas. A metodologia proposta é verificada num escoamento en-
tre placas paralelas. Os resultados numéricos nas malhas avaliadas mostraram-se em con-
cordancia com a solugao semi-analitica.
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1 Introducao

Através dos anos tem-se desenvolvido varios softwares para a resolucdo de proble-
mas que envolvem escoamentos de fluidos viscoelasticos complexos. Devido a falta de
generalidade, alguns problemas podem surgir quando tenta-se resolver problemas com ca-
racteristicas especificas. Na maioria dos trabalhos que desenvolvem métodos numéricos
para simulagao de escoamentos viscoelasticos, as equagoes constitutivas sao aproximadas
por equagoes diferenciais, como por exemplo, os modelos UCM, Oldroyd-B, Phan-Thien-
Tanner, FENE-CR (FENE-P), eXtended Pom-Pom, entre outros. No entanto, os avangos
em recursos computacionais tém motivado pesquisadores a considerar modelos reolégicos
mais sofisticados que empregam equacoOes integrais ao invés de equacoes diferenciais. Neste
sentido, os modelos integrais, permitem uma melhor aproximacao do comportamento de
fluidos viscoeldsticos, entretanto, exigem um maior esforco computacional; pois em cada
momento da simulagao, tem-se que armazenar e acessar o historico de toda a deformacao
do fluido (desde que ele comegou a ser deformado).
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Entre os modelos integrais investigados, a equacao constitutiva KBKZ-PSM tém sido
considerada por muitos pesquisadores que estudam métodos numéricos para esta classe
de fluidos. Uma detalhada discussao sobre a importancia do modelo constitutivo integral
KBKZ-PSM e o desenvolvimento das técnicas numéricas para aproximar modelos integrais
podem ser encontradas nos trabalhos de Tanner [10] e Mitsoulis [7]. A grande maioria dos
problemas utilizando o modelo integral KBKZ-PSM envolvem escoamentos confinados,
como por exemplo fluxos em canais [1,5] e fluxos em contragoes abruptas [6]. Por outro
lado, solucao numérica de equacoes diferenciais parciais em grades gerais tem sido inda-
gada por muitos pesquisadores nas ultimas décadas. Muitos esquemas tentam combinar
eficiencia e simplicidade com a flexibilidade de redes de malhas nao estruturadas. Uma
grande vantagem ¢é a capacidade de refinar localmente a malha, melhorando a precisao
em regioes especificas sem aumentar drasticamente o nimero de incognitas. Entre todas
as formas possiveis de discretizar o dominio espacial (malhas simplificadas, malhas cur-
vilineas, entre outras), as malhas hierdrquicas baseadas em arvores cartesianas sao uma
escolha comum. Elas permitem o desenvolvimento de métodos de diferencas finitas, sem
o incomodo de mapear e transformar elementos distorcidos ou lidar com esténceis gerais
e complicados, como acontece em grades nao-cartesianas. Como os fluxos sao geralmente
computados em facetas alinhadas com o eixo cartesiano, esquemas numéricos sao geral-
mente mais simples de derivar. Ainda assim, essas facetas sdo geralmente compartilhadas
por diferentes nimeros de elementos em cada lado, o que é a principal dificuldade para
métodos numéricos. Diferentes técnicas para lidar com este problema foram desenvol-
vidas na literatura, a maioria delas restritas a malhas quadtree (em 2D) ou octree (em
3D), que sao casos especiais de grades hierdarquicas representadas por estruturas de dados
quadtree/octree. Apesar dessa restricao, essas estruturas de dados baseadas em arvore
sdo gerais o suficiente e ainda uma escolha adequada para grades adaptativas e fronteiras
moveis [4]. Assim, neste trabalho, pretende-se implementar o modelo KBKZ-PSM através
de um método de diferencias finitas em malhas hierarquicas que empregam interpolacoes
usando minimos quadrados méveis (MQM).

2 Equacoes Governantes

Escoamentos incompressiveis de fluidos viscoelasticos sao descritos pelas equagoes de
conservacao da massa e de conservacao de quantidade de movimento dadas, respectiva-
mente, por

V-u=0, (1)

%—1: + V. (uu) = -Vp+ =

nas quais u é o vetor velocidade, p é a pressao, g é o campo gravitacional. Nestas equacoes

adimensionais, Re = % onde p é a densidade e 1y é a viscosidade total, L e U sao,
. . . L U

respectivamente, as escalas de comprimento e de velocidade caracteristicas, e F'r = ﬁ

Na equagao (2), ® é um tensor nao Newtoniano que é derivado do tensor de tensoes extra

T por ® =71 — %’7 onde 4 = Vv + (Vv)T e 3, é a contribuicdo de solvente.

1
2

+V - &4+ — 2

Vut+V =59, (2)
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Neste trabalho, tensor de tensao extra 7 é descrito pelo modelo reolégico integral
K-BKZ [2] que pode ser expresso como

T = /t M(t —t")H(Iy, 1) By (t)dt’, (3)

onde B ¢ o tensor de Finger;

(0%

a+ﬁ]1—|—(1—ﬁ)12’

H(Iy, 1) = (4)
é a fungao de decaimento de Papanastasiou-Scriven-Macosko [8], a e 8 sdo parametros do

fluido e I; e I3 denotam o primeiro e segundo invariantes definidos por I} = tr(B),e [z =
Str[I? —tr(B?)]. A funcdo meméria M (t — ') é definida por

m1 t—t’
Mt—t)=>" WL’;Ce<WiAk>, (5)
k=1 "

em que W; = A“LfU, AL sao tempos de relaxacao, ai sao moédulos de relaxamento e mq
é o niamero de moédulos de relaxacao do polimero, determinadas a partir de dados expe-
rimentais. O numero de modos depende do tipo especifico de fluido mas, geralmente, 4
a 8 modos sao suficientes para capturar dados viscoelasticos lineares, enquanto que, para
solugbes de polimeros 2 & 3 modos sao suficientes (ver [11]). O histérico de deformagao
serd calculado usando o método de campos de deformag¢ao proposto por [3]. Neste método,
a deformacao é convectada no tempo pela equacao

0
aBt; (Xa t) + u(x, t) ’ VBt; (X’ t) = [VU(X, t)]T ’ Bt; (Xa t) + Bt; (X’ t) ’ VU(X, t) ) (6)
considerando um numero finito N de campos. Em cada iteracao, os N campos sao re-
distribuidos no intervalo I = [0,¢] através de uma interpolacao de segunda ordem. Para
redistribuir os campos t' no intervalo I serd utilizada uma distribuicao por progressao
geométrica (ver [12])

3 Método Numeérico

As equagoes (1)-(6) ser@o aproximadas em diferengas finitas em malhas cartesianas
hierarquicas. Uma representacao ilustrativa da malha é dada na Figura 1-(a) e sua estru-
tura de dependéncias é ilustrada na Figura 1-(b). Nesta estrutura de dados, cada célula
pode ser particionada em formas geométricas distintas. Tal generalizacao impoe dificulda-
des na aproximacao numérica em diferencas finitas. Por exemplo, considerando a Figura
1-(c), suponha que estamos interessados em aproximar a segunda derivada na diregao y
centrada em U,.. Usando diferencas finitas de segunda ordem, temos:

0*U,

1
92 ~ @(Ut —2U, + Uy); (7)
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Figura 1: (a) Exemplo de malha cartesiana hierdrquicas, (b) Estrutura hierdrquicas, (¢) Exemplo

de aproximagao em diferencas finitas.

Note que, neste caso, U nao coincide com valores conhecidos e serd definida através da
interpolacao de valores das células vizinhas. Assim,

Vi
Up = wilk; (8)
k=1

A quantidades de vizinhos Vj, é definida de acordo com a precisao imposta. Por exemplo,
em uma aproximagao de segunda ordem, como dada na equacao (7), V, = 6 garante um
erro de 3% ordem na aproximacao. Os pesos wz = wy(x) sao calculados utilizando minimos
quadrados méveis (MQM). Considerando um conjunto de n fungdes interpoladoras suaves

lincarmente independentes ®; = R? — R, queremos interpolar o valor de w tal que
Ub == U(X) == ZZ:l CZ‘I’Z(X)

Dado um conjunto m de pontos conhecidos X1, Xa, . .., X, € R com m > n e m valores
up = u(x1),uz = u(x2),..., Uy = u(Xy), interpolar u em x usando MQM consiste em

minimizar o erro E(c) onde

m

E(c) = U —ullf = ) (U(x;) = ui)?
i=1
ou, equivalentemente, E(c) = |[|[W Pc—Wul|3 onde W = W (x) = {51‘]‘1 /M} € RmXm,
P={®;(x;)} € R™" e u= (u,ug,...,uny).
A solucdo que minimiza o erro é dada por c(x) = (WP)'Wu, onde (-)' denota a

pseudo-inversa de Moore-Penrose (ver [9]).

Decompondo (W P) em QR temos c(x) = R~'Q'Wu. Assim,

1
[x — %2’

9)

Ux)=c'®=u(WQR'®), ousecja, wp =wp(x) = WQR '®. (10)

O procedimento para o calculo de wg(x) deve ser realizado para cada aproximagao
U(x), porém é feita uma tnica vez, visto que a malha é estética.
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4 Resultados

4.1 Fluxo entre placas paralelas

O escoamento entre placas paralelas foi simulado utilizando-se um fluido KBKZ 1-
modulo, com A1 = Aoy = 0.1396's, a1 = 1.6648 Pa, pg = 801.5kg m~3 e 9y = 0.2324Pa.s,
U=0.025ms"! e L =1cm, o que fornece Re = 0.8621 e Wi = 0.3490. Esse escoamento
foi simulado nas malhas regulares I de 80 x 8 (640 células ), 11 de 160 x 16 (2560 células),
ITT de 320 x 32 (10240 células) e na malha IV com refinamento local e um total de 3416
células. Para detalhes, ver figura 2.

Figura 2: Dominio e representagao da malha I'V com detalhe para a regiao de refinamento.

Os resultados obtidos e as respectivas solucoes analiticas para a velocidade u(y) e para
os tensores 7%, 7Y e 7YY sao apresentados na Figura 3. Pode-se observar que existe boa
concordancia entre os resultados numéricos e as solugoes analiticas que sao apresentadas

m [12]. Observa-se ainda que na malha IV (com refinamento local) a solugdo numérica
aproxima-se da solugdo da malha II] (malha mais fina), embora na regiao central as
malhas I e IV apresentem as mesmas células.

Tabela 1: Erros na norma Ly (x107?) Tabela 2: Erros na norma Lo, (¥1072)
Malha  u(y) Toz Try Tyy Malha  u(y) Tz Tay Tyy
I 0.271 0.025 0.108 0.154 I 0.310 0.046 0.111 0.200
17 0.057 0.007 0.071 0.043 17 0.063 0.013 0.062 0.047
II7 0.012 0.004 0.019 0.021 117 0.014 0.010 0.026 0.027
v 0.120 0.026 0.103 0.058 v 0.082 0.036 0.102 0.088

Os erros cometidos na malhas (I — II]) e IV sao apresentados nas tabelas 1 e 2.
Nota-se que nas malhas I — I11 o erro decresce com o refinamento em todas as variaveis
(velocidade e tensores). O erro na malha I'V também é apresentado, embora nao faga
sentido a comparacao direta entre o erro desta malha e o erro das outras malhas. Pode-
se notar, porém, que o erro maximo para a velocidade u(y) (ver tabela 2) diminuiu de
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0.310 10~2 (malha I) para 0.082 1072 (malha IV), o que ja era indicado visualmente
na regiao de ampliagdo na figura 3; ou seja, o refinamento proximo a parede melhorou a
aproximagao para a velocidade no centro do canal.

A velocidade converge com ordem aproximadamente 2 pois, considerando Lo, te-
mos O(I1/I)= 2.227 e O(III/II)= 2.268 e considerando L, temos O(I1/I)= 2.282
e O(II1I/1I)= 2.097.
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Figura 3: Escoamentos entre placas paralelas nas malhas I, II, IIT e IV.

5 Conclusoes

Neste trabalho, apresentou-se uma nova metodologia usando Minimos quadrados moveis
para interpolar as variaveis (pressao, velocidade, tensor) em pontos onde os valores eram
desconhecidos. A metodologia foi testada e verificada para o escoamento entre placas
paralelas, considerando fluidos viscoeldsticos governados pelo modelo integral KBKZ-
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PSM. A solugdo numérica foi comparada com uma solugao semi-analitica e os resultados
mostraram-se bons, tanto em malhas regulares quanto na malha com refinamento local.
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