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Função k-Mittag-Leffler como núcleo de um operador

integrodiferencial fracionário e a desigualdade de Gronwall
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Resumo. Apresentamos um operador integrodiferencial fracionário, contendo em seu núcleo
uma função k-Mittag-Leffler generalizada e, admitindo como casos particulares as funções
de Mittag-Leffler associadas ao cálculo fracionário. Propomos, também, uma generalização
para a desigualdade de Gronwall.
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1 Introdução

As clássicas derivadas fracionárias são expressas em termos de uma respectiva integral
fracionária. Denominamos por clássicas as derivadas fracionárias de Riemann-Liouville,
Caputo e Hadamard [2]. As integrais fracionárias também têm sido amplamente utilizadas,
por exemplo, em generalizações envolvendo desigualdades, em particular, as desigualdades
de Minkowski [17] e de Grüss [18].

Generalizações para as integrais fracionárias, contendo em seus núcleos, funções hi-
pergeométricas, G de Meijer, H de Fox e de Mittag-Leffler, têm surgido na literatura
recente. Em 2017, foi introduzida uma generalização para as integrais fracionárias a qual,
com a escolha apropridada de parâmetros, recupera as integrais de Riemann-Liouville,
Hadamarad, Katugampola, bem como as integrais k-fracionárias, [10,13]. Propomos uma
generalização para este operador de integração cujo núcleo é mais geral do que o proposto
em [13] e envolve a uma função k-Mittag-Leffler generalizada.

Por outro lado, a desigualdade de Gronwall [7] é muito utilizada na teoria de equações
diferenciais e é posśıvel utilizá-la de modo a relacionar soluções de duas equações diferen-
ciais, em particular, equações diferenciais fracionárias [1]. Também é posśıvel aplicar tal
desigualdade para provar a existência e unicidade de um problema de Cauchy, envolvendo
estas derivadas, [16]. Obtemos uma generalização para esta desigualdade envolvendo a
inserção de um novo parâmetro.
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2 Funções k-Mittag-Leffler

Na resolução de uma equação diferencial fracionária com coeficientes constantes e de
uma equação integral emergem, naturalmente, as chamadas funções de Mittag-Leffler,
uma generalização da função exponencial. São vários os textos que abordam tais funções
[3,11,14]. Apresentamos generalizações destas funções, conhecidas como funções k-Mittag-
Leffler. Inicialmente, Dı́az e Pariguan [4] definiram a função k-gama, o śımbolo k-Pochham-
mer e a função k-beta. Começamos explicitando a função k-gama definida por

Γk(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−
tk

k dt, com x, k > 0, (1)

de modo que, valem as seguintes relações:

Γk(x) = k
x
k
−1 Γ

(x
k

)
e Γk(k) = 1. (2)

No caso em que k → 1, temos que Γk(x) = Γ(x), onde Γ(x) é a clássica função gama. O
śımbolo k-Pochhammer é definido por

(x)n,k =

{
1, para n = 0
x(x+ k) · · · (x+ (n− 1)k), para n ∈ N, x ∈ R, k > 0,

(3)

ou ainda, em termos de um quociente de funções k-gama,

(x)n,k =
Γk(x+ nk)

Γk(x)
. (4)

Finalmente, a função k-beta é definida por

Bk(x, y) =
1

k

∫ 1

0
t
x
k
−1(1− t)

y
k
−1dt, x > 0, y > 0, k > 0. (5)

Note que, quando k → 1 temos Bk(x, y) = B(x, y), onde B(x, y) é a clássica função
beta. A função k-beta pode ser escrita, em termos da função k-gama e da função beta,
respectivamente, da seguinte forma

Bk(x, y) =
Γk(x) Γk(y)

Γk(x+ y)
e Bk(x, y) =

1

k
B
(x
k
,
y

k

)
.

A fim de generalizar as funções de Mittag-Leffler, Dorrego e Cerutti [6], definiram a cha-
mada função k-Mittag-Leffler com três parâmetros, da seguinte forma

Eηk,β,γ(z) =

∞∑
n=0

(η)n,k
Γk(βn+ γ)

zn

n!
, z ∈ R, β > 0, γ > 0, (6)

onde n ∈ N, (η)n,k é o śımbolo k-Pochhammer definido na Eq.(3) e Γk(x) é a função
k-gama, dada pela Eq.(1). No caso em que k = 1 recuperamos a função de Mittag-
Leffler com três parâmetros [12]. Por não ser posśıvel, obter uma função k-Mittag-Leffler
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com dois parâmetros a partir da Eq.(6), Gupta e Parihar [8] definiram a seguinte função,
denominada função k-Mittag-Leffler com dois parâmetros, através da série

Ek,ξ,σ(z) =
∞∑
n=0

zn

Γk(ξn+ σ)
, z ∈ R, ξ > 0, σ > 0, (7)

onde n ∈ N. Aqui, também, a função de Mittag-Leffler com dois parâmetros como in-
troduzida por Wiman [19] é recuperada para k = 1. Nisar et al. [9] propuseram a mais
recente generalização para a função k-Mittag-Leffler através da seguinte série

Eµ,qk,β,γ,ξ(z) =
∞∑
n=0

(µ)qn,k
Γk(βn+ γ)

zn

(ξ)n
, β, γ, µ, ξ ∈ R, β > 0, γ > 0, (8)

onde µ 6= −1,−2, . . . e qn é um inteiro positivo. Note que, se µ = 1 e q = 1, temos a
função k-Mittag-Leffler com três parâmetros, Eq.(6).

3 Integral fracionária

Começamos com a definição de um operador, recentemente introduzido [13], de modo
que este recupera com convenientes limites, outros operadores de intergração fracionários
bem estabelecidos na literatura [10].

Definição 3.1. Sejam α ∈ R+ e n ∈ N tal que n − 1 < α < n e ϕ ∈ L(a, b). Então, a
(k, ρ)-integral fracionária de Riemann-Liouville de ϕ é definida por

(ρkJ
α
a+ϕ)(x) =

1

k Γk(α)

∫ x

a

(
xρ − tρ

ρ

)α
k
−1
tρ−1ϕ(t)dt, x > a, (9)

onde k > 0 e ρ > 0. Este operador de integração é chamado operador à esquerda. De
maneira análoga define-se o operador à direita [10].

Ressaltamos que, com a escolha dos seguintes parâmetros na Eq.(9), recuperamos
outros operadores de integração fracionários [10], a saber:

• se k = 1, obtemos o operador de integração proposto por Katugampola;

• se k = 1 e ρ = 1, obtemos o clássico operador de integração de Riemann-Liouville;

• se k = 1 e ρ = 0, obtemos o bem conhecido operador de integração fracionário
proposto por Hadamard.

4 Função k-Mittag-Leffler generalizada como núcleo de um
operador integrodiferencial fracionário

Existem diferentes definições para os operadores de integração fracionários cujo núcleo
contêm funções especiais como, por exemplo, as funções hipergeométrica, G de Meijer, H
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de Fox e de Mittag-Leffler, [5, 12, 15]. Propomos uma generalização para o operador de
integração (k, ρ)-fracionário, contendo em seu núcleo a função k-Mittag-Leffler generali-
zada, Eq.(8).

Definição 4.1. Sejam µ, ξ, ω ∈ R tais que β > 0, γ > 0, ρ > 0, k > 0 e ϕ ∈ L(a, b).
Então,

(ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x) =
1

k

∫ x

a

(
xρ − tρ

ρ

) γ
k
−1
tρ−1Eµ,qk,β,γ,ξ

[
ω

(
xρ − aρ

ρ

)α
k

]
ϕ(t)dt, (10)

com x > a, onde µ 6= −1,−2, . . ., qn é um inteiro positivo e Eµ,qk,β,γ,ξ(·) é a função k-Mittag-

Leffler generalizada, Eq.(8). Note que, para µ = 0 temos (ρkE
q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x) = (ρkJ
γ
a+
ϕ)(x).

Tal operador satisfaz as seguintes propriedades, enunciadas no teorema a seguir.

Teorema 4.1. Sejam µ, ξ, ω, σ, δ, β, γ, ρ, k ∈ R tais que β > 0, γ > 0, ρ > 0, k > 0 e
ϕ ∈ L(a, b). Então,

(i) (ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ρ
kJ

α
a+ϕ)(x) = (ρkE

µ,q
a+,β,γ+α,ξ,ω

ϕ)(x) = (ρkJ
α
a+

ρ
kE

µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x);

(ii) (ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ρ
kE

σ,q
a+,β,δ,ξ,ω

ϕ)(x) = (ρkE
µ+σ,q
a+,β,γ+δ,ξ,ω

ϕ)(x) = (ρkE
σ,q
a+,β,δ,ξ,ω

ρ
kE

µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x).

Demonstração. Vamos demonstrar apenas o item (i), visto que, para o item (ii), o proce-
dimento é similar. A partir da Definição 3.1 e da Definição 4.1, temos que

(ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ρ
kJ

α
a+ϕ)(x) =

1

k

∫ x

a

(
xρ − tρ

ρ

) γ
k
−1
tρ−1Eµ,qk,β,γ,ξ

[
ω

(
xρ − aρ

ρ

)β
k

]

×

{
1

kΓk(α)

∫ t

a

(
tρ − uρ

ρ

)α
k
−1
uρ−1ϕ(u)du

}
dt.

Introduzindo a mudança de variável u =
tρ − uρ

xρ − uρ
, obtemos

(ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ρ
kJ

α
a+ϕ)(x) =

1

kΓk(α)

∫ x

a
uρ−1ϕ(u)du

∞∑
n=0

(µ)qn,k ω
n

Γk(βn+ γ)(ξ)n
ρ2−

γ−βn−α
k

−1

× (xρ − uρ)
γ+βn+α

k
−1
{

1

k

∫ 1

0
(1− u)

γ+βn
k
−1u

α
k
−1du

}
,

onde a expressão entre chaves é a função beta. Utilizando a relação entre as funções gama
e beta, podemos escrever, após simplificações,

(ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ρ
kJ

α
a+ϕ)(x) =

1

k

∫ x

a

(
xρ − uρ

ρ

) γ+α
k
−1
Eµ,qk,β,γ+α,ξ

[
ω

(
xρ − uρ

ρ

)β
k

]
uρ−1ϕ(u)du

= (ρkE
µ,q
a+,β,γ+α,ξ,ω

ϕ)(x).

De maneira análoga, mostra-se que (ρkJ
α
a+

ρ
kE

µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x) = (ρkE
µ,q
a+,β,γ+α,ξ,ω

ϕ)(x).
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5 Desigualdade de Gronwall generalizada

Em 1919, Gronwall [7] demonstrou uma importante desigualdade, até hoje, muito
utilizada na teoria de equações diferenciais. Generalizações envolvendo esta desigualdade
têm sido amplamente estudadas [1,16,20]. Tendo em vista estas generalizações estudadas à
luz do cálculo fracionário, generalizamos tal desigualdade envolvendo mais um parâmetro,
sendo este, k > 0, a partir do teorema a seguir.

Teorema 5.1. Sejam u e v duas funções integráveis e g uma função cont́ınua, com
domı́nio [a, b]. Admita que

1. u e v são não negativas;

2. g é não negativa e não decrescente.

Se

u(t) ≤ v(t) + g(t)

∫ t

a

(
tρ − τρ

ρ

)α
k
−1
τρ−1u(τ)dτ, ∀t ∈ [a, b], k > 0,

então

u(t) ≤ v(t) + k

∫ t

a

∞∑
m=1

[g(t)Γk(α)]m

Γk(mα)

(
tρ − τρ

ρ

)mα
k
−1
v(τ)dτ ∀t ∈ [a, b], k > 0.

Ainda mais, se v é não decrescente, então

u(t) ≤ v(t)

{(
1

k
− 1

)
+ Ek,α,k

[
g(t)Γk(α)

(
tρ − aρ

ρ

)α
k

]}
, k > 0.

Note que, quando k = 1, recuperamos a desigualdade dada em [1].

Demonstração. A demonstração é similar às demonstrações feitas em [1,16], definindo-se,
porém, um funcional que depende de mais um parâmetro, k > 0.

6 Conclusões

Discutimos, neste trabalho, uma generalização para as integrais fracionárias. Tal ge-
neralização contém no núcleo do operador de integração, uma função k-Mittag-Leffler
generalizada. Apresentamos um teorema com duas propriedades deste operador de inte-
gração, valendo a propriedade de semigrupo. Apresentamos, também, uma generalização
para a desigualdade de Gronwall. Uma posśıvel aplicação para estes resultados é, sob
algumas hipóteses, discutir a existência do seguinte problema de Cauchy

(ρkD
α−δ,ν
a+

ϕ)(x) = (ρkE
µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x), (11)

(ρkJ
(1−ν)(kn−α)−k(n−j)−δ
a+

ϕ)(a+) = b̄j , b̄j ∈ R, (j = 1, 2, . . . , n), , (12)

utilizando a desigualdade de Gronwall, onde ρ
kD

α−δ,ν
a+

é um operador de diferenciação
proposto em [10] e (ρkE

µ,q
a+,β,γ,ξ,ω

ϕ)(x) dado pela Eq.(10).
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