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Resumo. Apresentamos um operador integrodiferencial fracionério, contendo em seu niicleo
uma funcao k-Mittag-Leffler generalizada e, admitindo como casos particulares as funcgoes
de Mittag-Leffler associadas ao calculo fracionédrio. Propomos, também, uma generalizacao
para a desigualdade de Gronwall.
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1 Introducao

As classicas derivadas fraciondrias sdo expressas em termos de uma respectiva integral
fracionaria. Denominamos por cldssicas as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville,
Caputo e Hadamard [2]. As integrais fracionarias também tém sido amplamente utilizadas,
por exemplo, em generalizacoes envolvendo desigualdades, em particular, as desigualdades
de Minkowski [17] e de Griiss [18].

Generalizagoes para as integrais fraciondarias, contendo em seus ntcleos, fungoes hi-
pergeométricas, G de Meijer, H de Fox e de Mittag-Leffler, tém surgido na literatura
recente. Em 2017, foi introduzida uma generalizagao para as integrais fracionarias a qual,
com a escolha apropridada de parametros, recupera as integrais de Riemann-Liouville,
Hadamarad, Katugampola, bem como as integrais k-fracionérias, [10,13]. Propomos uma
generalizacao para este operador de integracao cujo ntcleo é mais geral do que o proposto
em [13] e envolve a uma fungao k-Mittag-Leffler generalizada.

Por outro lado, a desigualdade de Gronwall [7] é muito utilizada na teoria de equagoes
diferenciais e é possivel utiliza-la de modo a relacionar solugoes de duas equagoes diferen-
ciais, em particular, equagoes diferenciais fraciondrias [1]. Também é possivel aplicar tal
desigualdade para provar a existéncia e unicidade de um problema de Cauchy, envolvendo
estas derivadas, [16]. Obtemos uma generalizacao para esta desigualdade envolvendo a
insercao de um novo parametro.
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2 Funcoes k-Mittag-Leftler

Na resolucao de uma equacao diferencial fracionaria com coeficientes constantes e de
uma equagao integral emergem, naturalmente, as chamadas funcoes de Mittag-Leffler,
uma generalizacao da funcao exponencial. Sao varios os textos que abordam tais funcoes
[3,11,14]. Apresentamos generalizagoes destas fungoes, conhecidas como fungoes k-Mittag-
Leffler. Inicialmente, Diaz e Pariguan [4] definiram a fungao k-gama, o stimbolo k-Pochham-
mer e a funcao k-beta. Comecamos explicitando a funcao k-gama definida por

00 K
I'i(z) :/ t7~le=%dt, com k>0, (1)
0

de modo que, valem as seguintes relagoes:

_pEiip (2 _
T(z) = k¥ r(k) e Tu(k)=1. 2)
No caso em que k — 1, temos que I'y(x) = I'(z), onde I'(z) é a cldssica funcao gama. O
simbolo k-Pochhammer é definido por

(@)np = 1, para n =20 (3)
Yk =\ 2@ +k)-(x+(n—1)k), para neN, zeR, k>0,

ou ainda, em termos de um quociente de funcoes k-gama,

_ Tip(z +nk)
@k = L'y (x)

Finalmente, a funcao k-beta é definida por
1 ! z_q ¥_1
Bk(x,y):% tkm (1—t)sdt, x>0, y>0, k>0. (5)
0

Note que, quando k — 1 temos By(z,y) = B(x,y), onde B(z,y) é a cldssica fungao
beta. A funcao k-beta pode ser escrita, em termos da fungéo k-gama e da funcao beta,
respectivamente, da seguinte forma

~ Tp(z) Tr(y)

Bk(I,y) = Fk(x+y) Bk(x,y) = EB (1' y) .

k\k'k
A fim de generalizar as fungdes de Mittag-Leffler, Dorrego e Cerutti [6], definiram a cha-
mada funcao k-Mittag-Lefller com trés parametros, da seguinte forma

(1),
S PNORD DE v mare

n=0

ze€R, >0, >0, (6)

onde n € N, (n)px é o simbolo k-Pochhammer definido na Eq.(3) e I'y(z) é a funcao
k-gama, dada pela Eq.(1). No caso em que k = 1 recuperamos a funcao de Mittag-
Leffler com trés parametros [12]. Por nao ser possivel, obter uma funcao k-Mittag-Leffler
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com dois parametros a partir da Eq.(6), Gupta e Parihar [8] definiram a seguinte fungao,
denominada funcao k-Mittag-Leffler com dois parametros, através da série

o0 zn
E = - R
kg (2) nEZO Tienio) “€R €20 0>0, (7)

onde n € N. Aqui, também, a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros como in-
troduzida por Wiman [19] é recuperada para k = 1. Nisar et al. [9] propuseram a mais
recente generalizacao para a funcao k-Mittag-Leffler através da seguinte série

) > (,LL) mn, 2"
Bp i e(2) = nZO FOe s PrmEER B0 90, (8)

onde 4 # —1,—2,... e gn é um inteiro positivo. Note que, se y = 1 e ¢ = 1, temos a
funcao k-Mittag-Leffler com trés parametros, Eq.(6).

3 Integral fracionaria

Comecamos com a definigdo de um operador, recentemente introduzido [13], de modo
que este recupera com convenientes limites, outros operadores de intergragao fracionarios
bem estabelecidos na literatura [10].

Definigao 3.1. Sejam o € RT en € N tal quen —1 < a <n e ¢ € L(a,b). Entdio, a
(k, p)-integral fraciondria de Riemann-Liouville de ¢ € definida por

P —tP

e 1 v [ —
@00 = [ (Fo0) et o> )

onde k > 0 e p > 0. Este operador de integracdo é chamado operador o esquerda. De
maneira andloga define-se o operador & direita [10].

Ressaltamos que, com a escolha dos seguintes parametros na Eq.(9), recuperamos
outros operadores de integracao fracionarios [10], a saber:

e se k =1, obtemos o operador de integracao proposto por Katugampola;
e se k =1e p=1, obtemos o cléssico operador de integragao de Riemann-Liouville;

esek=1¢ep =0, obtemos o bem conhecido operador de integragao fracionario
proposto por Hadamard.

4 Funcao k-Mittag-Leffler generalizada como niicleo de um
operador integrodiferencial fracionario

Existem diferentes defini¢Ges para os operadores de integragao fraciondrios cujo nicleo
contém fungoes especiais como, por exemplo, as fungoes hipergeométrica, G de Meijer, H

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0388 010388-3 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0388

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

de Fox e de Mittag-Leffler, [5,12,15]. Propomos uma generalizagdo para o operador de
integragao (k, p)-fraciondrio, contendo em seu nicleo a funcao k-Mittag-Leffler generali-
zada, Eq.(8).

Definigao 4.1. Sejam p,&,w € R tais que 5 >0, v >0, p >0, k >0 e ¢ € L(a,b).

Entao,
b o 1 [T [P —tP %1p1 i 2P —aP\
(kbat gy ew?) (@) = k/a ( 5 ) Bl |@ < p > p(t)dt,  (10)
com x > a,onde u # —1,—2,..., gn é um inteiro positivo e Ek B, §( ) é a fungao k-Mittag-

Leffler generalizada, Eq.(8). Note que, para p = 0 temos (&7, 5 . 0)(@) = (1T ¢)(2).
Tal operador satisfaz as seguintes propriedades, enunciadas no teorema a seguir.

Teorema 4.1. Sejam u,&,w,0,6, 8,7, p,k € R tais que B8 >0, v >0, p >0,k >0c¢
¢ € L(a,b). Entao,

() (880 L7 0) = L 9)0) = (TR0
(ii) (pgfﬁ-qgvgw iga-(-({g (%w(p)(x) (ng-s-ngr(;gw )(z) = (péda-s-({/j 5.6, ké"er?ﬁ,Y&wgo)(x).

Demonstragao. Vamos demonstrar apenas o item (i), visto que, para o item (ii), o proce-
dimento é similar. A partir da Defini¢do 3.1 e da Definicao 4.1, temos que

Y _q B
1 [* [af —tP\* P —af
P oha _ 1 g
(k€ai5 0 1TarP) (@) = k/a ( ) ) to” Ekﬁ'ygl < P )

" {krkl(a) / (" ;upf—l “p_1¢(“)du} "

tP —uP

el
—_

Introduzindo a mudancga de varidvel u = , obtemos

P — uP

1 Ew” _y=Bn-o_
P oH-q _ d q” 2 1
(k: at,B,7,Ew k a+g0)( ) kPk(a)/ UZ Fk Bn_i_,y ) P k

1
X (af —ur) { ; / (1- u)”?ﬁ”uild“},
0

onde a expressao entre chaves é a fungao beta. Utilizando a relacao entre as fungoes gama
e beta, podemos escrever, apds simplificacoes,

8
1 (% (xP —uP -1 P —uP\ F _
R e I T M (L o PR
a

- (pézitqg g, wgp) (SL‘)

De maneira andloga, mostra-se que (. J% k(%’i’qﬁ LewP)(@) = (péaa‘ﬂrqﬁ ot wP) (@) O

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0388 010388-4 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0388

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

5 Desigualdade de Gronwall generalizada

Em 1919, Gronwall [7] demonstrou uma importante desigualdade, até hoje, muito
utilizada na teoria de equagdes diferenciais. Generalizacoes envolvendo esta desigualdade
tém sido amplamente estudadas [1,16,20]. Tendo em vista estas generalizagoes estudadas &
luz do célculo fracionario, generalizamos tal desigualdade envolvendo mais um parametro,
sendo este, k > 0, a partir do teorema a seguir.

Teorema 5.1. Sejam u e v duas fungoes integrdveis e g uma fungdo continua, com
dominio [a,b]. Admita que

1. u e v sao nao negativas;

2. g € nao negativa e ndo decrescente.

Se
u(t) < v(t) + g(t) /at (tp pr) o P tu(r)dr, Yt € [a,b], k>0,
entao
"o [Tk (1 — 7o\
u(t) <wo(t) + k:/a mzl T (ma) < P ) v(r)dr Vt € a,b], k>0.

Ainda mais, se v € ndo decrescente, entao

u(t) < v(®) { <]1€ - 1) + Brap |g(OTk(0) (tp ;ap> k] } k>0

Note que, quando k =1, recuperamos a desigualdade dada em [1].

Demonstragao. A demonstragao é similar as demonstragoes feitas em [1,16], definindo-se,
porém, um funcional que depende de mais um parametro, k > 0.

O]

6 Conclusoes

Discutimos, neste trabalho, uma generalizacao para as integrais fracionarias. Tal ge-
neralizagdo contém no nucleo do operador de integragdao, uma funcao k-Mittag-Leffler
generalizada. Apresentamos um teorema com duas propriedades deste operador de inte-
gracao, valendo a propriedade de semigrupo. Apresentamos, também, uma generalizagao
para a desigualdade de Gronwall. Uma possivel aplicacao para estes resultados é, sob
algumas hipdteses, discutir a existéncia do seguinte problema de Cauchy

R222 o) @) = (&1 ¢ ) (@), (11)
(zj(i—u)(k‘n—a)—k(n—j)—tg(p)(a-i-) — _j’ Bj € R, (] =1,2,... 7n), , (12)

a
utilizando a desigualdade de Gronwall, onde {2: % ¢ um operador de diferenciacio

proposto em [10] e (36,15 . ¢)(x) dado pela Eq.(10).
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