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Resumo. Neste trabalho é realizada uma abordagem para o problema inverso do modelo de
difusdo an6mala através dos métodos estocasticos Particle Collision Algorithm — PCA e
Differential Evolution — DE, cujo objetivo é estimar os parémetros envolvidos no modelo
matematico. E apresentada uma aproximagAo para a solucdo do problema direto empregando
0 método de diferengas finitas, a qual é verificada com uma aproximacédo obtida NDSolve
Routine do software Mathematica. Uma analise de sensibilidade é realizada para escolha de
dados experimentais sintéticos e para um estudo de correlacéo entre os parametros.
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1. INTRODUCAO

A recente formulacdo analitica desenvolvida por Bevilacqua et al. (2011) para simular o0s
fendmenos de difusdo com retengdo apresenta interessantes aplicacdes em diversas areas, por
exemplo em reacdes quimicas com processos de adsorcdo, fluxo multifasico através de meios
porosos, e espalhamento de populacdo com retencdo parcial para a garantia de dominio de
territorio. Nesta nova formulacdo, desenvolvida a partir de uma abordagem discreta, considera-
se um parametro de controle que representa a fracdo de particulas que sdo capazes de se difundir
e assim, regula a equacdo para a modelagem de difusdo. Neste trabalho é apresentada uma
analise de sensibilidade e a solugdo de um problema inverso através dos métodos estocasticos
PCA e DE para a estimativa dos parametros envolvidos no modelo de difusdo andmala.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA DIRETO

Bevilacqua et al. (2011), a partir de uma abordagem discreta, propuseram uma formulagao
matematica para o fenbmeno de difusdo anémala. Nesta nova abordagem, um termo diferencial
de quarta ordem ¢é introduzido, bem como um pardmetro de controle /3, que representa a
fracdo de particulas que sdo capazes de se difundir e assim, evita que o fenémeno de difusdo
ocorra isoladamente.

Um processo de difusdo andmala é formulado matematicamente por

o%p

o'p
C BB, 1
" 1-5) T (1)

0
=K,

com0< g <1.
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Neste trabalho sdo empregadas as seguintes condi¢fes de contorno

p(O,t)=1 parat>0 (1b)
p(L,t)=1 parat>0 (1c)
ap(0,1) -0 (1d)
OX
OX
e condigdo inicial
p(x,t) = f(x): 2~Senloo(ﬂ—|;)(j+l, em 0<x<L, parat=0 2)

3. FORMULACAO DO PROBLEMA INVERSO

Considere que em um fendmeno de difusivo com retencdo, formulado matematicamente
pela Eq.(1), os valores de B, K, e K, sejam desconhecidos, mas que se tenha disponivel
alguns valores medidos experimentalmente para a variavel observavel P, neste caso, busca-se
determinar os valores de f, K, e K, que minimizam o funcional dado pelo o somatorio dos

residuos quadrados. Este é o problema inverso, considerando Z = {3, K,, K, }T tem-se
2

Nd
Z=7 - min Q(Z)=Y [Pe(Z)-pe] =FTF @)

Z =t
onde N4 é o numero de dados experimentais disponiveis, chalc é o valor calculado da variavel
observavel em funcédo de Z, Pje"p é o0 valor da variavel observavel medida experimentalmente

e F é o vetor de residuos, dado pela diferenca entre o valor calculado e o valor experimental de
P, i.e.

F=Pf—P™ com j=1,2,...,Ng (5)

4. SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

O problema descrito pela Eq.(4) pode ser entendido como um problema de otimizagdo onde
busca-se determinar Z que minimize a funcdo objetivo Q(Z ) Para isso, pode-se usar métodos

deterministicos, estocasticos e estratégias hibridas. Neste trabalho, optou-se em utilizar os
métodos estocasticos Algoritmo de Colisdo de Particulas (Particle Collision Algorithm - PCA) e
0 Método Evolugdo Diferencial (Diferential Evolution — DE).

4.1 Algoritmo de Colisdo de Particulas — PCA

O Algoritmo de Colisdo de Particulas (PCA - Particle Collision Algorithm) proposto por
Sacco em 2005, e desenvolvido com colaboradores [7][9], foi inspirado na interagdo de néutrons
com o combustivel em reatores nucleares [8], basicamente em absorcéo e espalhamento. Se uma
particula apresenta “aptidio” ao nucleo ela é absorvida e tem seus limites explorados, caso
contrario, é espalhada para outras regides. Por apresentar essa dinamica, o PCA pode ser
caracterizado como um algoritmo de metropolis [5] e aumenta as suas chances de escapar de
minimos locais.

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0120 010120-2 © 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0120

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

4.2 Método Evolucdo Diferencial (Differential Evolution — DE)

O Evolucéo Diferencial (Differential Evolution — DE), proposto por Price e Storn (1995 e
1997), originou-se com o algoritmo de Recozimento Genético (Genetic Annealing — GA)
desenvolvido por Kenneth Price e publicado na edicdo de outubro de 1994 do Dr. Dobbs
Journal (DDJ). O Recozimento Genético, baseado em uma populacéo inicial, ¢ um algoritmo de
otimizagdo combinatéria que implementa um critério de recozimento via limiares. Depois que 0
algoritmo de recozimento genético apareceu na DDJ, Price foi contactado pelo Dr. Rainer Storn,
sobre a possibilidade de utilizar o GA para resolver o problema de ajuste polinomial de
Chebyshev. Determinar os coeficientes dos polindmios de Chebyshev é considerada por muitos
a ser uma tarefa dificil para um otimizador de propdsito geral [6]. Desta forma, nasceu entdo o
Evolugdo Diferencial.

4.3 Andlise de Sensibilidade

A andlise de sensibilidade contribui de forma significativa na formulacdo e solucdo de
problemas inversos, permitindo por exemplo, a obtencdo de dados experimentais com maior
qualidade, i.e. que apresentam maior sensibilidade aos parametros que se deseja estimar.

Os coeficientes de sensibilidade sdo definidos como [1]

_ P |Z)
X3, :C;'%(), j=12..,Ngel=12..,N, 6)
|

onde Z € o vetor de incognita, i.e. dos pardmetros que se deseja estimar, N, representa o

nimero total de dados experimentais, e N; o nimero de incgnitas.

Neste trabalho, optou-se pelo uso dos coeficientes de sensibilidade modificados, dados por
i ve apcalcj (Z) .
XZ‘I =Z, - Xz1=2,-———, j=12,.,Nyel=12.,N, (7
0L,
Quando os coeficientes de sensibilidade apresentam valores elevados, pode-se obter boas
estimativas para as incognitas dentro de intervalos razoavelmente confidveis, no entanto,
guando duas ou mais incognitas sdo estimadas simultaneamente, o0s coeficientes de

sensibilidade podem estar correlacionados, o que afeta a grandeza observavel P, .

5. RESULTADOS
5.1 Problema Direto

Para os resultados apresentados a seguir, foram empregadas as condi¢fes de contorno
dadas pelas Egs.(1b-e) e condicdo inicial dada pela Eq.(2). Foi realizada uma aproximagéo para
a solugdo do problema direto através do método de diferencas finitas, bem como uma
verificagdo desta aproximacdo usando o NDSolve Routine do software Mathematica.

Na Tabela 1 sdo apresentados os valores para os parametros considerados neste estudo para
a solucéo do problema direto, outros casos testes podem ser verificados em [10].

Caso Teste
£=0,2
K, =107
K, =107

Tabela 1 — Valores atribuidos aos pardmetros para a solugdo do problema direto.

Na Figura 1, é apresentada uma comparagdo entre a solugdo numérica obtida através do
método de diferencas finitas e com o NDSolve Routine do software Mathematica.
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Figura 1 — Comparacdo entre as aproximagdes obtidas via diferengas
finitas e NDSolve, nos tempost=0,t=0,5,t=3 et =4.

Observa-se na Figura 1, a boa concordancia entre as solu¢des obtidas, via diferencas finitas
e NDSolve Routine, para a equacdo de difusdo anémala empregando os parametros dados na
Tabela 1. Usando esta solucdo numérica, é possivel empregar métodos deterministicos,
estocasticos ou hibridos para a construcdo de uma rotina computacional para a solucdo do
problema inverso e estimativa de pardmetros envolvidos no modelo de difusdo anémala.

5.2 Problema Inverso

A solucdo para o problema inverso apresentada a seguir foi obtida a partir dos métodos
estocasticos PCA e DE, na tentativa de estimar os parametros indicados na Tabela 1, i.e.

Zoato =15 Kz, Ky JT = {0,2;10‘3; 10_8}r , como dados experimentais reais nio estavam
disponiveis, dados experimentais sintéticos foram gerados usando

Y; = Paate, (Zexato)+ 0o T+ 1=1.2,..., Ng (8)
onde Py, (Zexato) € o valor da intensidade da variavel observavel, o, representa o desvio
padréo, r é um nimero aleatdrio gerado pelo computador no intervalo de [0, 1] e N4 o nimero
total de dados experimentais. A Eq.(4) é reescrita entdo como

Nd 2
Qlz)- Z[chalc(z J-v,| =FTF ©)
=

Para os resultados apresentados nas tabelas a seguir, foram considerados um total de
N4 =10 dados experimentais, adquiridos na posicdo x = 0,45 parat =1, 2, ..., 10. Na Figura 2,
sdo apresentadas as curvas para os coeficientes de sensibilidade calculados a partir da Eq.(7).
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Figura 2 — Coeficientes de sensibilidade para o vetor de incognitas Z= {ﬁ, K,, K, }T )
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Na Figura 2, nota-se a forte correlagdo entre os parametros g e K, , além de uma baixa
sensibilidade ao parametro K,. Isto indica que a possibilidade de se estimar simultaneamente
estes trés parametros é baixissima.

Método B K, Ky, PK, - pK, Q(Z)
PCA | 1,0556x10° | 1,8946x10" | 1,5160x10° | 1,9999x10™ 1,5985x10°° 6,0840x10™"
DE 1,8036x102 | 1,1109x102 | 8,2983x10® | 2,0035x10™ 1,4697x10°° 2,1324x107

:e/;ai?g B=02 | K,=10° | K,=10" | B-K,=2:10" | B(l-B)K,=16-10"

Tabela 2 — Estimativa para o vetor Z= {ﬁ, K,, K, }T empregando dados experimentais sem

rUido. Zyuo = 18, Ky, Ky )T =10,2:20%; 108

exato —

Verifica-se na Tabela 2 que, para dados experimentais sem ruido, embora o valor da fungdo
objetivo seja préximo de zero, ndo foi possivel obter resultados acurados para a estimativa
simultanea dos trés parametros. Porém, percebe-se que os valores dos coeficientes de cada
termo diferencial, apresentam boas aproximagdes, i.e. fK, e S{1— f)K,. Isto ocorre devido a
forte correlacéo entre os pardmetros S e K,, e também pela baixa sensibilidade apresentada

pela variavel observavel ao pardmetro K, (vide Figura 2).

Método | J K, K, K, AL- K, Q)
PCA 9,9998x102% | 2,2835x10™ | 3,1968x10™* | 2,2835x10™ 6, 1870x10°® 1.0609x10°
DE 1,7594x102 | 1,1533x102 | 3,8205x10° | 2,0291x10™ 6,6037x10° 8,1111x10°

X;;?g B=0.2 K,=10" | K,=10"° | B-K,=2:10"| p(1-p)K,=16-10"

Tabela 3 — Estimativa para o vetor Z= {ﬁ, K,, K, }T empregando dados experimentais com

= T
até 3% de 1Uido. Z,o = {8, Ky, K, [T = 02,103,208

Acrescentando um ruido de até 3% nos dados experimentais sintéticos, as observagdes
feitas para dados experimentais sem ruido sdo verificadas, os valores dos coeficientes K, e
Bd—- p)K, ndo foram consideravelmente afetados. O que mostra que se forem levados em

consideracdo apenas estes dois fatores, possivelmente, existird uma grande chance de se estimar
ambos simultaneamente.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Estimativa de parametros através de problemas inversos, em geral, requer um conjunto de
estratégias para se obter bons resultados. Neste trabalho optou-se por uma analise de
sensibilidade para a escolha de um conjunto de dados experimentais sintéticos na intengdo de se

obter boas aproximagdes para o conjunto de parametros ( 8, K, e K,) na equacdo da difusdo

andmala [3]. Para o problema direto, foi verificada a solugdo a partir de dois métodos diferentes,
Diferencas Finitas e NDSolve routine do Software Wolfram Mathematica.
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Foram encontradas dificuldades para a estimativa simultdnea dos trés parametros devido a
forte correlagdo entre S e K,, e também pela baixa sensibilidade para K, (vide Figura 3).
Porém percebe-se que os valores estimados representam boas aproximagdes para os fatores que
multiplicam, respectivamente, os termos de segunda e quarta ordem, i.e. SK,e B(1—B)K,, 0

que sugere entdo, para trabalhos futuros, que sejam considerados apenas estes dois fatores,
reduzindo para apenas dois pardmetros a serem estimados.
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