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1 Introducao
A equagao de Camassa-Holm (CH, daqui em diante)

Ut — Upgr + SUU; = Ulgpy + 2UspUpy (1)

foi obtida em 1993 por Camassa e Holm no estudo de propagacao de ondas em aguas
rasas, veja [2]. Tal equagao tem sido objeto de grande interesse por parte da comunidade
matemadtica, tanto em linhas mais tedricas quanto aplicadas, pelo fato de a equagao (1)
possuir uma rica estrutura intrinseca. Por exemplo:

1. a equagao possui estrutura bi-Hamiltoniana [2];

2. como consequéncia da estrutura bi-Hamiltoniana, a equagao possui um operador de
recursao, o que implica na existéncia de uma hierarquia infinita de simetrias de alta
ordem [13]. Entretanto, em razao desta equagao nao ser evolutiva, tais simetrias de
alta ordem sao ndo-locais, o que tras complicagoes para seu estudo e entendimento;

3. a equacao possui uma infinidade de leis de conservacao [2];
4. a equagcao possui solitons fracos, chamados peakons, [2];
5. a equagao é geometricamente integravel, veja [4] e referéncias correlatas.

Estes sao alguns aspectos, talvez os primeiros, que explicam as extraordinarias propri-
edades exibidas pela equagao. Nas referéncias [4,6] pode-se encontrar uma série de outras
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propriedades interessantes desta equacdo, bem como uma extensa lista de referéncias a
trabalhos tendo como foco principal (1) ou equagoes dela obtidas.

Recentemente [3,7,8,15], efeitos advindos da rotacao da Terra (efeito de Coriolis) foram
considerados na dedugao da equacgao de CH, o que levou a obtengao do seguinte modelo:

Up — Utgy = UWlgry + 2Uglyy + (0 — 3u + Bu? + ’yu?’)uz + Tuprs- (2)

Em (2) as constantes «, (3, v e I' surgem em razao do efeito de Coriolis.

Embora a equagao (2) seja fisicamente relevante, parte das propriedades mateméticas
elencadas no comecgo da secao sao perdidas, dentre elas, a existéncia de solitons fracos
quando (f,7v) # (0,0). Por outro lado, os resultados em [3,4,7,8,15] s@o suficientes para
mostrar a relevancia matemética de (2), o qual ainda exibe uma série de propriedades
bastante interessantes e é fisicamente relevante.

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a seguinte modificacao de (2):

Ut — Uty + MU — Ugy) = Ulgry + 2UzUzy + (@ — 3u + Bu? + '7u3)ux + Tuger, (3)

em que todas as constantes envolvidas sao reais, e A é assumida como sendo negativa.

2 Simetrias de Lie e Leis de Conservacao

Nesta segao assumimos que u = u(z,t) é uma funcdo suficientemente diferencidvel, e
que E = Elz,t,u,u,] = 0 seja uma equacao diferencial em u de ordem n.

Uma simetria de Lie da equagao FF = 0 é uma transformacao continua e a 1-parametro
(x,t,u) — (T(z,t,u,€),t(z,t,u,e),u(z,t,u,e)) que transforma solugdes da equagido em
outras solugoes da mesma equacao. Para mais detalhes, veja [1,9,13].

Exemplo 2.1. Considere a transformagao (z,t,u) — (z,t + €,u) e seja u = f(x,t) uma
solugdo da equagao (1). Isso significa que a partir desta solug¢do podemos construir uma
outra, dada por u(x,t;e) = f(x,t+¢€).

O conhecimento de simetrias permite que o nimero de varidveis independentes de
uma equacao seja reduzido. No caso particular de equactes diferenciais parciais com
duas varidveis, o conhecimento de uma simetria pode levar & obtengao de uma equagao
diferencial ordinédria.

Exemplo 2.2. E‘fdcz'l ver que a equagao (1) possui simetria translacional nas varidvies
x et, ou seja, as transformacoes (x,t,u) — (x,t + e,u) e (x,t,u) — (x + €,t,u). Isso
significa que podemos tentar encontrar solugoes forma u(x,t) = ¢(z), em que z =x —ct e
c é uma constante. Uma inspecio direta nos mostra que u(x,t) = e~ € solucio de (1).

Um dos resultados que apresentaremos no evento pode ser apresentado agora, e sua de-
monstragao pode ser feita utilizando-se os procedimentos usuais para o calculo de simetrias
de equagoes diferenciais [1,9,13].
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Teorema 2.1. Uma base para os geradores de simetrias de Lie da equagdo (3), para
quaisquer valores das constantes, € dada pelos operadores diferenciais

0 0
X1 — %7 X2 - a (4)

Se T'(a+3T") #0, em adi¢ao a (4) temos o operador

0 0 0
Xy = (a+30)to— 42+ (a+T = 2u) .

Do ponto de vista geométrico, as transformagoes associadas aos geradores em (4) cor-
respondem as translacoes discutidas nos exemplos 2.1 e 2.2, enquanto a transformagcao
associada ao gerador X3 é uma composicao de dilatacoes nas varidveis t e u, compostas
com um boost de Galileu.

Cabe destacar que a teoria de simetrias de Lie também nos dao ferramentas para se
encontrar leis de conservacao para equacoes. Em termos formais, uma lei de conservacgao
para uma equacdo diferencial é uma expressao do tipo D;CY + D,C' = 0, vélida nas
solucdes da equacdo. O vetor (C°, C') é chamado vetor conservado.

Exemplo 2.3. A equagao (2) possui o sequinte vetor conservado [4]
u? + u%

0 __
o = 2

2 2 4

u u u
Cl = WP —wPug, — g + I’Ex —Tuug, — a— — BZ

2

De fato, calculando a divergéncia deste vetor, encontramos

Y 5
— =u”.
5

D,C°+ D, Ct =u (ut — Utpp — Uty — Ul — (@ — 3u + fu? + yud)u, + Fumx) ,
que se anula se u € uma solugdo de (2).

Se (CY,C') é um vetor conservado para uma equagao do tipo (1) com domfnio em R
(na variavel ), ou equagdes com o tempo, de modo geral, entao o funcional

%:/wm
R

é conservado. Este fato possui grandes implicagoes em propriedades estruturais da equagao.

Exemplo 2.4. Decorre do exemplo anterior que

H= /(u2 + u?)dx
R

é uma quantidade conservada da equagao (2). Essa quantidade conservada nada mais é
que o quadrado da norma de Sobolev no espaco H'. Ou seja, sob certas condigées sobre
as solugoes da equagao, a quantia ||ul|g1 € conservada, significando que

d d

—_— 2 = -_— pr—
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Aplicando as técnicas em [1,9,13] & equagao (4), provamos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. A equagdo (4) possui multiplicadores até ordem 2 e, consequentemente,
leis de conservacdo até este tipo de ordem, se, e somente se, A = 0. Se A = 0, entdao as
leis de conservagao e suas respectivas quantidades conservadas sao aquelas obtidas em [4].
Se A # 0, entdo as quantidades conservadas vao a 0 quando t — oc.

3 Conclusao

Neste trabalho encontramos alguns grupos de simetrias da equagao (4). Pelo Teorema
2.2, concluimos que se A # 0, concluimos que o modelo descrito por (4) nao conserva
energia, de modo que a parcela A(u — uy;) corresponde a um termo de dissipagao.
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