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Resumo. Neste trabalho, determinamos os grupos de simetrias de Lie de uma famı́lia de
sistemas eĺıptico-hiperbólicos. Além disso, algumas simetrias de Noether foram discutidas.
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1 Introdução

Sejam u = u(r, ρ) e v = v(r, ρ) funções definidas em R2 e tomando valores reais, as
quais assumiremos ser suficientemente diferenciáveis.

Consideremos a função

L = urvr + r2γuρvρ + F (u) +G(v), (1)

em que F (·) e G(·) são funções diferenciáveis. Seja Ew o operador de Euler-Lagrange
(para mais detalhes e definições, veja [2,4]). Aplicando os operadores Eu e Ev em (1), com
F (u) = uq+1/(q + 1), G(v) = vp+1/(p+ 1), com p, q /∈ {0, 1}, obtemos o seguinte sistema
de equações diferenciais parciais 

urr + r2γuρρ = vp,

vrr + r2γvρρ = uq.

(2)

O sistema (2) é eĺıptico na região {(r, ρ), r 6= 0} e hiperbólico em seu complementar.
Em [1] certas propriedades de equações do tipo (2) são estudadas e propriedades do opera-
dor no primeiro membro de (2) são apresentadas. Neste trabalho também se pode conferir
a relevância deste tipo de sistema no estudo de equações com operadores subeĺıpticos.

O objetivo deste trabalho é discutir propriedades de invariância do sistema (2), dando
continuidade aos resultados apresentados em [5]. Mais precisamente, neste trabalho apre-
sentaremos um teorema completo de classificação de grupos de simetrias de (2), e também
algumas condições necessárias para se obter leis de conservação associadas a (2).
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2 Simetrias de Lie e suas consequências

Nesta seção apresentamos um teorema de classificação de simetrias de Lie para o
sistema (2).

Uma simetria de Lie do sistema (2) é uma transformação

(r, ρ, u, v) 7→ (r(r, ρ, u, v, ε), ρ(r, ρ, u, v, ε), u(r, ρ, u, v, ε), v(r, ρ, u, v, ε)), (3)

dependendo continuamente de ε, com a seguinte propriedade: uma simetria transforma
uma solução de uma equação em outra solução da mesma equação. Além disso, a com-
posição de simetrias é sempre uma simetria e cada simetria admite uma inversa. Essas
propriedades dão ao conjunto das simetrias uma estrutura de grupo e, em particular, na
identidade do grupo, que sempre pode ser assumida como sendo 0, temos a transformação
identidade.

A transformação (3) pode ser assumida como anaĺıtica na variável ε, de modo que
expandindo cada componente de (3) em ε, temos

r = r + εξ1 +O(ε2),

ρ = ρ+ εξ2 +O(ε2),

u = u+ εη1 +O(ε2),

v = v + εη2 +O(ε2).

(4)

As funções ξ1 = ξ1(r, ρ, u, v), ξ2 = ξ2(r, ρ, u, v), η1 = η1(r, ρ, u, v) e η2 = η2(r, ρ, u, v)
definem um operador linear

X = ξ1
∂

∂r
+ ξ2

∂

∂ρ
+ η1

∂

∂u
+ η2

∂

∂v
, (5)

que é chamado gerador infinitesimal do grupo de simetrias do sistema (2) se sua extensão de
segunda ordem (para mais detalhes, veja [2,4]) satisfaz a chamada condição de invariância.

A condição acima mencionada nos fornece um conjunto sobredeterminado de equações
diferenciais parciais lineares, chamadas de equações determinates, em ξ1, ξ2, η1 e η2, cuja
solução nos dá o grupo de simetrias da equação. Em particular, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. As equações determinantes do sistema (2) são:

ξ1u = 0, ξ1v = 0, ξ2u = 0, ξ2v = 0, (6)

η1,uu = 0, η1,uv = 0, η1,vv = 0, η1,rv = 0, η1,ρv = 0, (7)

η2,uu = 0, η2,uv = 0, η2,vv = 0, η2,ru = 0, η2,ρu = 0, (8)
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r2γξ1ρ + ξ2r = 0, (9)

r(ξ2ρ − ξ1r ) = γξ1, (10)

2η1,ru = r2γξ1ρρ + ξ1rr, (11)

2η2,rv = r2γξ1ρρ + ξ1rr, (12)

2γξ1ρ + r(2η1,ρu − ξ2ρρ + ξ1rρ) = 0, (13)

2γξ1ρ + r(2η2,ρv − ξ2ρρ + ξ1rρ) = 0, (14)

v(uqη1,v + vpη1,u + r2γη1,ρρ − 2vpξ1r + η1,rr)− pvpη2 = 0, (15)

u(uqη2,v + vpη2,u + r2γη2,ρρ − 2uqξ1r + η2,rr)− quqη1 = 0. (16)

Resolvendo o sistema (6)–(16), provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.2. Para quaisquer valores de p, q, γ uma base para os geradores de simetrias
de Lie do sistema (2) é dada pelos operadores

X1 =
∂

∂ρ
(17)

e

X2 = (1− pq)r ∂
∂r

+ (1− pq)(1 + γ)ρ
∂

∂ρ
+ 2(1 + p)u

∂

∂u
+ 2(1 + q)v

∂

∂v
. (18)

Para alguns valores de p, q e γ, o grupo de simetrias de Lie pode ser ampliado. Abaixo
listamos os casos e os geradores adicionais a (17) e (18):

1. Se p = q = −1 e γ 6= 0, o gerador é:

X3 = u
∂

∂u
− v ∂

∂v
. (19)

2. Se p 6= q e γ = 0, os geradores são:

X4 =
∂

∂r
(20)

e

X5 = ρ
∂

∂r
− r ∂

∂ρ
. (21)
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3. Se P = q = −1 e γ = 0, os geradores são: (17), (20) e (21).

Uma consequência imediata do Teorema 2.2 é que o operador (17) é sempre um gerador
do grupo de simetrias de (2). Geometricamente, isso significa que transformações do tipo
(r, ρ, u, v) 7→ (r, ρ + ε, u, v) transformam soluções de (2) em outras soluções do mesmo
sistema, ou seja, se u = f(r, ρ) e v = g(r, ρ) são soluções de (2), então, uε = f(r, ρ + ε) e
vε = g(r, ρ+ ε) são soluções de (2) (para todo ε, em particular).

Uma vez que se tenha o grupo de simetrias de Lie de um sistema, e ele possua estrutura
variacional (o que é o caso do presente trabalho), é natural se questionar se tal sistema
possui simetrias de Noether. Tais simetrias são relevantes porque sua existência implica
na existência de leis de conservação, que podem ser constrúıda de uma forma bastante
simples e elegante utilizando-se tais simetrias. Para mais detalhes, veja [2, 4].

Nosso próximo resultado mostra a existência de ao menos uma simetria de Noether
para (2).

Teorema 2.3. O gerador de simetrias de Lie (17) é sempre um gerador de um grupo de
simetrias de Noether para o sistema (2).

3 Conclusões

Neste trabalho é apresentado os seguintes resultados acerca do sistema (2):

• suas simetrias de Lie, ou seja, transformações agindo no espaço de coordenadas
(r, ρ, u, v) deixando invariantes suas soluções. Mais precisamente, estas simetrias
nada mais são que uma classificação do grupo de invariância admitido pelo sistema
(2) e dado pelo Teorema 2.2;

• suas simetrias de Noether, ou seja, transformações preservando os funcionais de
ação. Em particular, o Teorema 2.3 nos assegura que as translações (r, ρ, u, v) 7→
(r, ρ+ ε, u, v) são sempre simetrias de Noether do sistema;

• como consequência das simetrias de Noether, apresentaremos também suas corres-
pondentes leis de conservação, o que nos dão propriedades importantes acerca das
soluções do sistema.

Por fim, gostaŕıamos de mencionar que o sistema (2), com γ = 0, é um sistema do tipo
Lane-Emden em dimensão 2, veja [3]. Este trabalho, portanto, generaliza os resultados
apresentados em [3] com respeito a simetrias de Lie e suas consequências.
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