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Resumo. Neste trabalho, determinamos os grupos de simetrias de Lie de uma familia de
sistemas eliptico-hiperbdlicos. Além disso, algumas simetrias de Noether foram discutidas.
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1 Introducao

Sejam u = u(r, p) e v = v(r, p) funcdes definidas em R? e tomando valores reais, as
quais assumiremos ser suficientemente diferenciaveis.
Consideremos a fungao

L = uvp + 1r2uyv, + F(u) + G(v), (1)

em que F(-) e G(-) sao funcgoes diferencidveis. Seja E,, o operador de Euler-Lagrange
(para mais detalhes e definigoes, veja [2,4]). Aplicando os operadores E, e E, em (1), com
F(u) = uwitl /(¢ + 1), G(v) = v"T/(p+ 1), com p,q ¢ {0,1}, obtemos o seguinte sistema
de equagoes diferenciais parciais

Upp + TQ“’upp = P,
(2)

Upp + Tz“*vpp = uf.

O sistema (2) é eliptico na regiao {(r,p), r # 0} e hiperbdlico em seu complementar.
Em [1] certas propriedades de equagoes do tipo (2) s@o estudadas e propriedades do opera-
dor no primeiro membro de (2) sdo apresentadas. Neste trabalho também se pode conferir
a relevancia deste tipo de sistema no estudo de equagoes com operadores subelipticos.

O objetivo deste trabalho ¢é discutir propriedades de invariancia do sistema (2), dando
continuidade aos resultados apresentados em [5]. Mais precisamente, neste trabalho apre-
sentaremos um teorema completo de classificacao de grupos de simetrias de (2), e também
algumas condigoes necessérias para se obter leis de conservagao associadas a (2).
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2 Simetrias de Lie e suas consequéncias

Nesta secao apresentamos um teorema de classificacao de simetrias de Lie para o
sistema (2).
Uma simetria de Lie do sistema (2) é uma transformacao

(r’ p7 u7 U) H (?(T7 p? u’ ,U? 6)75(7", 107 u? U, 6)7ﬂ(r7 p’ u’ ,U? 6)76(7“7 p? u? U? 6))7 (3)

dependendo continuamente de €, com a seguinte propriedade: uma simetria transforma
uma solucdo de uma equacdo em outra solucdo da mesma equacdo. Além disso, a com-
posicao de simetrias é sempre uma simetria e cada simetria admite uma inversa. Essas
propriedades dao ao conjunto das simetrias uma estrutura de grupo e, em particular, na
identidade do grupo, que sempre pode ser assumida como sendo 0, temos a transformacao
identidade.

A transformagao (3) pode ser assumida como analitica na varidvel €, de modo que
expandindo cada componente de (3) em ¢, temos

(7 = r+ el 4+ O(e?),
p = p+e+0(),

U = u+ent +0(?),

v = v+en?+0(?).

definem um operador linear
0 0 0 0
X=8—+—+n'—+n"—, 5

g@r 58,0 Tou " Bo (5)
que é chamado gerador infinitesimal do grupo de simetrias do sistema (2) se sua extensao de
segunda ordem (para mais detalhes, veja [2,4]) satisfaz a chamada condigao de invariancia.
A condicao acima mencionada nos fornece um conjunto sobredeterminado de equacoes
diferenciais parciais lineares, chamadas de equacdes determinates, em &%, €2, n e 02, cuja
solucao nos da o grupo de simetrias da equacao. Em particular, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. As equagies determinantes do sistema (2) sdo:

£.=0, & =0, & =0, & =0, (6)
Muuw =0, M =0, Mo =0, Mg =0, N1 =0, (7)
muu = 0, nuv = 0, 20w = 0, mru = 0, 2,pu = 0, (8)
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r?E, + &2 =0, 9)

r(2— &) =18, (10)

201,00 = 175, + & (11)

22,00 = r2E), + &1 (12)

296} + r(2n1pu — &2, + £,) =0, (13)

296} + r(2n2.p0 — E2p + &) =0, (14)

v(uIn p + VP01 + 17201 pp — 20PEL 4+ M) — puPi = 0, (15)
w(ulng,y + vPn2u + T27’I72,pp — 2ud¢t + n2,rr) — quim = 0. (16)

Resolvendo o sistema (6)—(16), provamos o seguinte resultado.

Teorema 2.2. Para quaisquer valores de p, q, v uma base para os geradores de simetrias
de Lie do sistema (2) € dada pelos operadores

0
Xl—afp (17)
€
Xo=(1- )g+(1— 1+ )2+2(1+ ) 2+2(1+ ) 9 (18)
2= Pa)ro- rq ’Wap pJuzms Py

Para alguns valores de p, q ey, o grupo de simetrias de Lie pode ser ampliado. Abaizo
listamos os casos e os geradores adicionais a (17) e (18):

1. Sep=qgq=—-1e~v+#0, o gerador é:

0 0
2. Sep+#qevy=0, os geradores sdo:
0

X4=— 2
1= 5 (20)

’ o 0
X ——r. 21
=P "oy (21)
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3. Se P=g=—1 e~y =0, os geradores sao: (17), (20) e (21).

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.2 é que o operador (17) é sempre um gerador
do grupo de simetrias de (2). Geometricamente, isso significa que transformagoes do tipo
(r,p,u,v) — (r,p + €,u,v) transformam solucoes de (2) em outras solugdes do mesmo
sistema, ou seja, se u = f(r,p) e v = g(r, p) sao solugdes de (2), entao, ue = f(r,p+¢€) e
ve = g(r, p + €) sao solucoes de (2) (para todo €, em particular).

Uma vez que se tenha o grupo de simetrias de Lie de um sistema, e ele possua estrutura
variacional (o que é o caso do presente trabalho), é natural se questionar se tal sistema
possui simetrias de Noether. Tais simetrias sao relevantes porque sua existéncia implica
na existéncia de leis de conservacao, que podem ser construida de uma forma bastante
simples e elegante utilizando-se tais simetrias. Para mais detalhes, veja [2,4].

Nosso préximo resultado mostra a existéncia de ao menos uma simetria de Noether
para (2).

Teorema 2.3. O gerador de simetrias de Lie (17) é sempre um gerador de um grupo de
simetrias de Noether para o sistema (2).

3 Conclusoes

Neste trabalho é apresentado os seguintes resultados acerca do sistema (2):

e suas simetrias de Lie, ou seja, transformacoes agindo no espaco de coordenadas
(r,p,u,v) deixando invariantes suas solugoes. Mais precisamente, estas simetrias
nada mais sdo que uma classificacdo do grupo de invariancia admitido pelo sistema
(2) e dado pelo Teorema 2.2;

e suas simetrias de Noether, ou seja, transformacoes preservando os funcionais de
agao. Em particular, o Teorema 2.3 nos assegura que as translagdes (r, p,u,v) —
(r, p + €,u,v) sdo sempre simetrias de Noether do sistema;

e como consequéncia das simetrias de Noether, apresentaremos também suas corres-
pondentes leis de conservacao, o que nos dao propriedades importantes acerca das
solugoes do sistema.

Por fim, gostariamos de mencionar que o sistema (2), com v = 0, é um sistema do tipo

Lane-Emden em dimensao 2, veja [3]. Este trabalho, portanto, generaliza os resultados
apresentados em [3] com respeito a simetrias de Lie e suas consequéncias.
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