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Resumo. Dois tópicos de pesquisa bem conhecidos no século XX, na área de geometria
diferencial, são a equação de Dirac e imersões minimais de superf́ıcies. Em 1998, Thomas
Friedrich, elucidou a relação entre imersões isométricas de superf́ıcies com uma dada cur-
vatura média e soluções da equação de Dirac. Na literatura, outros autores abordaram o
problema da relação entre soluções da equação de Dirac e imersões isométricas para outras
variedades Spin em espaços de dimensões maiores. Aqui enunciamos a caracterização spi-
norial de imersões isométricas de variedades que possuem uma estrutura SpinC de dimensão
arbitrária em formas espaciais.

Palavras-chave. Álgebra de Clifford, Spinores, Imersões.

1 Spinores e imersões

Em 1998, Thomas Friedrich [4], utilizando o formalismo do fibrado de Clifford, elucidou
a relação entre imersões isométricas de superf́ıcies com uma dada curvatura média H e
soluções da equação de Dirac.

A ideia principal de Friedrich, que leva à descrição de uma superf́ıcie M2 por um
campo spinorial, é a observação de que a restrição para M2 de qualquer campo spinorial
paralelo ψ em R3 é um campo spinorial não-trivial ϕ em M2 de norma constante que é
uma solução da equação de Dirac

Dϕ = Hϕ.

Por outro lado, qualquer solução ϕ da equação Dϕ = Hϕ de norma constante define
um endomorfismo simétrico E : T (M2)→ T (M2) tal que o campo do spinor satisfaz uma
equação tipo Killing

∇Xϕ = E(X) · ϕ.
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As condições de integrabilidade resultantes para o endomorfismo E são exatamente
as equações de Gauss e Codazzi, isto é, uma solução ϕ da equação de Dirac produz uma
imersão isométrica de M2 em R3.

Especificamente, o teorema provado por Friedrich em [4] é

Teorema 1.1. Seja (M2, g) uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada e H :
M2 → R uma aplicação suave. Então são equivalentes as seguintes afirmações:

(a) Existe uma imersão isométrica (M̃2, g)→ R3 do recobrimento universal de M2 (M̃2)
em R3 com curvatura média H.

(b) Existe uma solução ϕ, de norma constante |ϕ| = 1, da equação de Dirac Dϕ = Hϕ.

(c) Existe um par (ϕ,E) consistindo de um endomorfismo simé trico E tal que tr(E) =
−H e um campo spinorial ϕ tal que ∇M2

X ϕ = E(X) · ϕ.

Na literatura, outros autores abordaram o problema da relação entre soluções da
equação de Dirac e imersões isométricas para outras variedades em espaços de dimensões
maiores:

1. Em 2004, Bertrand Morel, [9] estendeu a representação spinorial de imersões isométricas
em R3 3 para S3 e H3. Seu argumento, bem como Friedrich, consiste em considerar
spinores especiais em S3 e H3 e suas restrições às superf́ıcies imersas.

2. Em 2008 Marie-Amelie Lawn [5] mostrou como uma dada superf́ıcie de Lorentziana
(M2, g) pode ser imerso no espaço pseudo-riemanniano R2,1.

3. Em 2010 Lawn e Julien Roth [6] forneceu uma caracterização spinorial de superf́ıcies
imersas isometricamente em formas espaciais 4-dimensional e espaços de produto
M3 × R (M3 ' (R3,S3,H3).

4. Lawn e Roth [7] em 2011, deram um caracterização spinorial de superf́ıcies imersas
isometricamente de assinatura arbitrária em formas espaciais pseudo-riemannianas
tridimensionais. Isso generaliza o trabalho de Lawn em R2,1 a outras formas espaciais
de Loretzianas.

5. Em 2013 Bayard [1] provou que uma imersão de uma superf́ıcie Riemanniana M2

no espaço de Minkowski quadridimensional R1,3, com um fibrado normal dado E e
dado um vetor de curvatura média ~H ∈ Γ(E), é equivalente a um campo spinorial
normalizado ϕ ∈ Γ(ΣE ⊗ ΣM) solução de uma equação de Dirac Dϕ = ~H · ϕ na
superf́ıcie.

6. Recentemente, no ano de 2017, Bayard, Lawn e Roth [2] estudaram a representação
spinorial de subvariedades de qualquer dimensão e qualquer codimensão em formas
espaciais em termos da existência de spinores de Killing generalizados. A ideia dos
autores deste artigo, que inspirou nosso trabalho, é considerar a representação na
álgebra de Clifford Cln dada pela multiplicação da esquerda. Essa representação
não é irredut́ıvel, mas tem vantagens algébricas muito interessantes.
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7. E, finalmente em 2017 Bayard, Roth e Jimenez [3] apresentaram essa caracterização
spinorial de subvariedades, de qualquer dimensão e codimensão, em grupos de Lie
equipados com uma métrica invariante à esquerda.

2 Representação Spinorial de variedades SpinC em formas
espaciais

Todos esses resultados, se restringem a supor que os objetos em questão admitem uma
estrutura Spin. Seguindo a ideia destes resultados recentes e utilizando um fibrado SpinC-
Clifford particular, nós apresentamos em [8] a representação spinorial de subvariedades
SpinC de qualquer dimensão e codimensão em Rn, estendendo-a para uma classe maior
de variedades, como por exemplo variedades quase-complexas que admitem uma estrutura
SpinC canônica.

Precisamente foi mostrado o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana p-dimensional, E → M um fibrado
vetorial sobre R de posto q, assuma que TM e E são orientadas e SpinC (n = p + q).
Suponha que B : TM × TM → N é uma aplicação simétrica e bilinear. A é a conexão no
fibrado S1-principal. Assim as seguintes afirmações são equivalentes:

1. Existe um campo spinorial ϕ tal que

∇Xϕ = −1

2

n∑
i=1

ei ·B(X, ei) · ϕ+
1

2
i A(X) · ϕ, ∀X ∈ TM.

2. Existe uma imersão isométrica F : M → Rn com fibrado normal E e segunda forma
fundamental B.

Além disso, a 1-forma definida pelo produto interno

ξ(X) := 〈〈X · ϕ,ϕ〉〉 , ∀X ∈ TM.

é Rn-valorada, fechada e dF = ξ.

Para o caso da representação spinorial de variedades SpinC nos espaços de curvatura
constante apresentamos as seguintes:

Teorema 2.2. Seja M uma variedade p-dimensional, E →M um fibrado vetorial de posto
q, assuma que TM e E são orientados e SpinC (n = p+q). Suponha que B : TM×TM →
N é uma aplicação simétrica e bilinear. A é a conexão no fibrado S1-principal, ν é o vetor
normal de Sn em Rn+1. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Existe um campo spinorial ϕ tal que

∇Xϕ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · ϕ+
1

2
X · ν · ϕ+

1

2
iA(X) · ϕ, ∀X ∈ TM.
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2. Existe uma imersão isométrica F : M → Sn com fibrado normal E e segunda forma
fundamental B.

Além disso, F = 〈〈ν · ϕ,ϕ〉〉 ∈ Sn ⊂ Rn+1.

Teorema 2.3. Seja M uma variedade p-dimensional, E →M um fibrado vetorial de posto
q, assuma que TM e E são orientados e SpinC (n = p+q). Suponha que B : TM×TM →
N é uma aplicação simétrica e bilinear. A é a conexão no fibrado S1-principal, ν é o vetor
normal de Hn em Rn,1. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Existe um campo spinorial ϕ tal que

∇Xϕ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · ϕ−
1

2
X · ν · ϕ+

1

2
iA(X) · ϕ, ∀X ∈ TM.

2. Existe uma imersão isométrica F : M → Hn com fibrado normal E e segunda forma
fundamental B.

Além disso, F = 〈〈ν · ϕ,ϕ〉〉 ∈ Hn ⊂ Rn,1.

3 Conclusões

É natural nos perguntarmos se a formulação apresentada em [2] pode ser adaptada para
o caso de variedades SpinC, por exemplo, no contexto de variedades quase-complexas a es-
trutura canônica que aparece é a estrutura SpinC. Seguindo essa direção, os teoremas 2.1,
2.2 e 2.3 apresentam a representação spinorial de variedades SpinC em formas espaciais.
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