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Resumo. O método de diferencas finitas generalizadas (MDFG) é empregado para a solugao
numérica de um problema de biotransferéncia de calor oriunda da presenca de um tumor
em um tecido sauddavel. O MDFG pode ser classificado como um método de discretizagao
espacial sem malha, possuindo como principal vantagem a possibilidade do uso de grids
irregulares diretamente no dominio fisico. Sendo assim, uma discussdo é realizada em torno
do tipo de suporte compacto, ntimero de nés do suporte e topologia de tais nés bem como
a influéncia de tais parametros na solucao. A efetividade e eficicia do MDFG é demostrada
comparando-se os resultados numéricos com os obtidos pelo método de diferencas finitas
classicas tendo como referéncia a solugao numérica obtida pelo Método dos Elementos Finitos
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1 Introducao

Um dos métodos mais utilizados para solucao de equacoes diferenciais é o das diferencas
finitas classicas (MDFC). Este que é baseado na discretizagdo do dominio e aproximagao
das derivadas em cada ponto do grid através da série de Taylor. Devido a facil e rapida
implementacao computacional, incluindo a sua versao em computacao paralela, o MDFC
vem sendo aplicado com sucesso em problemas de biotransferéncia de calor [9]. Entretanto,
o MDFC, em sua implementagao usual, exige que os grids sejam uniformes nas respectivas
direcoes, o que é uma grande desvantagem para determinados tipos de problemas com ge-
ometria irregular. Tal desvantagem pode ser contornada, em partes, através da utilizagao
de coordenadas generalizadas e técnicas multiblocos, mapeando a geometria irregular no
dominio fisico para outra regular no dominio transformado [1].
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O trabalho tem como objetivo estudar uma aplicacdo da versao generalizada das di-
ferengas finitas (MDFG) em um problema de biotransferéncia de calor em que um tumor
encontra-se presente em tecido saudavel. Esta versao nao possui a limitacao de grids com-
putacionais uniformes no dominio fisico, podendo assim aumentar a precisao numérica em
certos tipos de geometria, além de representa-la melhor, como ocorre, por exemplo, quando
um tumor circular é considerado (caso estudado neste trabalho). De fato, o MDFG vem
sendo desenvolvido e aplicado em inimeros problemas de diferentes dreas com relativo
sucesso (2,3, 8].

2 Modelo e Solucao Numérica

2.1 Biotransferéncia de Calor

Sejam €, e € regides definidas em R? ocupadas, respectivamente, por um tecido
saudavel e um tumor tal que Q = Q, U Q; e QN QY = 0, o modelo matemético de
biotransferéncia de calor proposto por Pennes, em regime permanente, é dada pela seguinte
E.D.P. [7,9]:

EV2T + wyppey (T —T) +Q =0, x € Q (1)

onde k, pp e ¢, sao propriedades termofisicas sendo o subscrito b denotando sangue, )
denota a geracao de energia oriunda do metabolismo celular e T, a temperatura arterial.
Além disso, wp representa a perfusao sanguinea; portanto, o segundo termo da equagao
(1) modela a troca de calor entre o fluxo sanguineo e o tecido que o circunda, desprezando
o efeito direcional do fluxo sanguineo.

2.2 Diferencas Finitas Generalizadas

O MDFG se baseia na expansio em série de Taylor em R? da funcdo temperatura em
torno de um dado ponto (z,,y,). Desta forma, seja T'(z,y) uma fungao suficientemente
diferencidavel em um dominio contendo (x,,yp), a expansao da fungao até a segunda ordem
incluindo o erro de truncamento é dada por [2,3, 8]:

2
T (z,y) =T (2p, p) + AxaT(gZ,yp) + AyaT(gz,yp) + A§2 9 Té:;g,yp)+ -

Ay2 02T (z,, 8T (zp,
A PTG + Ay 40 (A9)

onde Az =z — xp, Ay =y —yp e A = /Az? 4+ Ay2.

Considere um suporte compacto qualquer contendo um total de n € Z* nés (pontos)
como mostrado na Figura 1, e seja T;; ~ T (z;,y;) uma solucao aproximada nos nés do
suporte. Aplicando-se a equacao (2) sem o termo do erro de truncamento a todos os nés de
tal suporte com a condicdao n > 5, o seguinte sistema linear de equagoes sobredeterminado
¢é encontrado:

Adyp =f (3)
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onde ) -
Axy Ay Ax%/? Ay%/Q Az Ay
Azo Ays Ax3/2 Ay3/2 AzsAys

A : : : : :
Az; Ay, Az?/2 Ay?/Z Ax; Ay;
S s z )
| Az, Ay, AzZ/2 Ay2/2 Azp,Ay, |
T
f=|T -1, Th-T, ... T,,—T, ]
d Opy Oy Ty ?Tpp 02Ty |0
T = oz Oy Ox2 0y? 0xdy

Portanto para encontrar uma relagao das derivadas parciais contidas no vetor dr em
funcgao dos valores nodais de temperatura aplica-se aqui o método dos minimos quadrados
ponderado pela matriz diagonal W. Assim o seguinte funcional deve ser minimizado:

min |W (Ady — )2 (5)

onde W;; =1/ (Am? + Ayf) , 1 =1,...,n s@o as ponderagoes utilizadas.

A minimizacao é, entdo, efetuada pelo método direto (equagdes “normais”) dado por
ATWTWAd; = ATWTWT que se mostrou bastante eficaz no sentido que nenhum mal-
condicionamento foi encontrado para o suporte compacto adotado, evitando, assim, a
utilizacao de métodos mais robustos como SVD e fatoracao QR. Uma vez definido as
aproximacoes para as derivadas parciais (principalmente as derivadas de segunda ordem),
precede-se com a discretizacdo da equacao (1). Portanto, o domino € é entao discreti-
zado em N € ZT pontos nodais, sendo a equagao (1) aplicada nos pontos de colocagao
(p,Yp), p=1,..., N que apés inserido as aproximagoes para o Laplaciano e as condigoes
de contorno apropriadas discretizadas discutidas na préxima secdo, um sistema linear
da forma KT = F é obtido. Com relagao as propriedades termofisicas, apenas a per-
fus@o sanguinea varia espacialmente sendo esta avaliada diretamente nos pontos do grid
no MDFG. Para uma possivel variagdo espacial na condutividade térmica e sua imple-
mentacao junto ao MDFG consultar [4].

A escolha da geometria do suporte compacto é arbitraria podendo ser retangular,
circular, etc. tal que todos os pontos inclusos em tal suporte podem ser selecionados. Uma
outra estratégia consiste em selecionar os nés do suporte tomando como base a distancia
euclidiana em relacao ao né (ponto) central (referéncia) (x,,yp) [6]. Tal estratégia é a
mais simples de ser implementada; porém, apresenta uma baixa precisao para grids com
densidade irregular de nés [2]. Pensando nisso foi escolhido o critério proposto por [6]
que consiste em dividir o espago de busca em quadrantes (Figura 1 - regiao em marrom)
e selecionar os 2 pontos mais proximos do ponto central em cada quadrante (nés em
vermelho), o que implica em uma melhor precisao [2]. Também foi escolhido o critério de
pontos minimos, selecionando ao menos 1 né por quadrante. Como exemplo, para n = 8
pontos de suporte sao selecionados os dois mais proximos por quadrante, enquanto que
para n = 5 pontos é selecionado pelo menos um ponto por quadrante. Como paran = 5 um
dos quadrantes tera obrigatoriamente 2 nés e motivado por resultados imprecisos obtidos,
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optou-se por testar um suporte com n = 4, eliminando a derivada cruzada da equagao (2)
(dltima linha e ultima coluna da matriz A) e resultados precisos foram alcangados.

Figura 1: Quadrante do suporte compacto do pth ponto de colocagao.

3 Resultados e discussoes

Para o estudo e testes foi adotada uma geometria retangular para o tecido saudavel [5]
de dominio €25 = (]0,0.03m[x] —0.04,0.04m[)\Q; com trés tipos de condigbes de contorno,
denominadas: temperatura prescrita constante 7 = 37°C (temperatura interna do corpo)
em x = 0.03m, fluxo nulo prescrito ¢ = 0 (truncamento do dominio) em y = —0.04m e
y = 0.04m e convecgao dada por § = h(T — T,) com h = 10 W/(m2°C) e Ty, = 25°C
simulando a troca de calor entre a superficie da pele e o meio externo em x = 0.0m. O
tumor contido no tecido saudéavel no entanto é representado por uma geometria circular
dado por ; = {z,y € R: (z — 0.01)% + y? < 2.5 x 107°}. As propriedades termofisicas
para o problema estdo presentes na Tabela 1. Observe que o tumor possui uma maior
perfusao sanguinea e um maior metabolismo devido a sua maior vascularizagao.

Tabela 1: Propriedades termofisicas para o modelo [7].
po [kg/m® | [J/(kgC)]  K[W/(m°C)]  wp [mly/(mls)]  Q[W/m’]

Tecido Saudavel 1000 4000 0.5 0.0005 420
Tumor 1000 4000 0.5 0.002 4200

Para comparagoes entre os métodos MDFC de segunda ordem e MDFG foram esco-
lhidos 10 grids, sendo 5 regulares para o MDFC e 5 irregulares para o MDFG conforme
Tabela 2. Devido a geometria retangular do tecido saudével, optou-se por utilizar também
a discretizacao das condicoes de contorno através do esquema cldssico de nds fantasmas
de segunda ordem do MDFC para o método MDFG, sendo, portanto, necessirio que as
bordas e os pontos adjacentes fossem igualmente espacados, possuindo um espacamento
préximo ao grid regular equivalente (Figura 2). Para os pontos de colocagao no interior do
grid irregular foi seguido o critério de n pontos de suporte com um espacamento reduzido
em cerca de metade ao redor do tumor e novamente reduzido pela metade em seu interior.

Devido a auséncia de uma solugao analitica, a solu¢ao obtida pelo MEF [5] com uma
malha fina de elementos triangulares quadraticos de 760404 nés foi adotada como referéncia

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0407 010407-4 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0407

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

o
Lo
°E
x
[=] (=3
T T Q v / <
< m o — =] — o i) < © < [] o - =] - o ) <<
=1 =] =] =] =1 o =] =] =] =] o o o o Q Q =] Q
(=4 (= (=] (=] o (=] (= (=] (=] o o o o o o o o (=]
y (m) [ [ [ [ y (m) [ [ [ [

(a) (b)

Figura 2: Comparagao entre dois grids equivalentes: (a) Grid para o MDFC com 2601
nés. (b) Grid para o MDFG com 2583 nés.

sendo possivel, assim, estimar o erro RMS da temperatura superficial da pele de cada
um dos 10 grids (Tabela 2). A escolha de tal superficie (pele) como referéncia para a
andlise dos resultados se da pela importancia pratica do conhecimento dessa distribuicao
de temperatura para a detec¢ao de tumores [5,7]. E possivel observar que a escolha dos
pontos de suporte para o MDFG influencia drasticamente na precisao do método dada a
diferenca dos erros nos mesmos grids com 8 e 5 pontos de suporte, sendo que para este
ultimo resultados imprecisos sdo observados, o que estd de acordo com [2,6,8]. J& para
4 nés de suporte resultados precisos foram encontrados, porém, com uma menor precisao
comparativamente ao MDFG-8 pontos. Além disso, pode-se mostrar que o MDFG é de
segunda ordem [2,6, 8], exceto para 4 nds de suporte em que a ordem é inferior a dois.

Tabela 2: Comparacao do Erro RMS.
Método No6s  Nés de suporte  Erro  Nos de suporte  Erro  Nés de suporte  Erro  Método  Nés Erro

MDFG 134 4 0.0458 5 0.1136 8 0.0206 MDFC 121 0.0294
MDFG 403 4 0.0309 5 0.7004 8 0.0232 MDFC 441 0.0150
MDFG 2583 4 6.7E-3 5 0.0412 8 1.3E-3 MDFC 2601 3.3E-3
MDFG 9939 4 2.4E-3 5 0.0154 8 4.8E-4 MDFC 10201 2.8E-3
MDFG 39973 4 1.7E-3 5 0.1790 8 6.6E-5 MDFC 40401 1.2E-4

Comparando o MDFC com o MDFG-8 pontos (ambos de segunda ordem) é possivel
observar que o MDFG obteve um melhor desempenho em termos de precisdo na maioria
dos casos, o que ¢ justificavel pela melhor representagao do tumor circular presente nos
grids irregulares (Figura 3). Entretanto, nos grids menos refinados o MDFC conseguiu um
melhor resultado, pois os nés estao melhores distribuidos ao longo do grid se comparado
as irregulares onde os nds se concentram préximo ao tumor, possuindo assim distancias
maiores entre os pontos do grid em regioes distantes do tumor.

A principal desvantagem do MDFG com relagao ao MDFC é o custo computacional re-
lativamente mais elevado. Este, por sua vez, pode ser amenizado levando em consideragao
o cbdigo em paralelo e pelo fato de que o MDFG pode ser facilmente aplicado a proble-
mas com geometrias complexas o que nao acontece com o MDFC. Tendo como referéncia
os grids da Figura 2, a matriz esparsa do MDFC (Figura 4(a)) possui aproximadamente
0.18% de valores nao nulos, enquanto a matriz esparsa (Figura 4(b)-(c)) para o MDFG
possui aproximadamente 0.22% e 0.33% de valores nao nulos para 5 e 8 pontos de suporte,
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Figura 3: (a) Comparacao entre os métodos com relagao a temperatura superficial (pele)
(b) Distribui¢ao de temperatura no MDFG no grid de 2583 nés.

respectivamente, desvantagem essa que pode ser compensada pela consideravel diferenca
entre os erros numéricos dos métodos. Cabe destacar que para 4 pontos de suporte obtém-
se a mesma esparsidade da matriz do MDFC. Para a obtencao de uma menor banda nas
matrizes resultantes do MDFG, foi usado o método de permutacao Reverse-Cuthill McKee.
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Figura 4: Matrizes esparsas para (a) MDFC com 2601 nés (b) MDFG de 2583 nds e 5
pontos de suporte e (¢c) MDFG de 2583 nés com 8 pontos de suporte.

4 Conclusao

No presente trabalho foi discutido a aplicacao de um esquema numérico baseado no
método de diferencgas finitas generalizadas para a solugao numérica da equagao de Pennes
de biotransferéncia de calor. O MDFG foi capaz de descrever de forma precisa a geometria
circular do tumor dentro de um tecido saudével retangular. Além disso foi mostrado que re-
sultados mais precisos foram obtidos quando comparados ao método classico de diferencas
finitas tendo como referéncia a solucao oriunda do MEF. Foi discutido também algumas
caracteristicas importantes com relagao a distribuicao e niimero de pontos dentro do su-
porte compacto empregado para que resultados precisos fossem alcancados, concluindo-se
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que n = 8 pontos sao suficientes. Além disso, eliminado a derivada cruzada na formulagao
do MDFG e adotando n = 4 pontos de suporte, resultados precisos também foram obtidos.
Embora com um erro relativamente superior ao MDFC, este mantem a mesma esparsidade
do MDFC, mas com a vantagem de ser aplicado a grids irregulares.

Em linhas gerais, o MDFG se mostrou flexivel e promissor, possuindo as seguintes ca-
racteristicas numéricas (embora nem todos tenham sido estudadas no presente trabalho):
i) grid irregular; ii) matriz esparsa; iii) algoritmo altamente paralelizdvel; iv) entendi-
mento e programagcao relativamente faceis; v) flexibilidade quanto a geometria do suporte
e numero de nds; e vi) refinamentos locais através da inser¢ao de novos nés de forma
direta.
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