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Resumo. Na teoria de micro-estruturas, as equagoes de movimento possuem seus funda-
mentos na relagdo tensdo/deformagao. O campo de deformacoes é descrito pela curvatura,
um conceito geométrico que, para ser calculada, utiliza a derivada segunda do campo de
deslocamento numa relagao nao linear. Assumindo pequenos deslocamentos no angulo de
deflex@o, a relagdo momento/curvatura pode ser descrita por meio da derivada de segunda
ordem do campo de deslocamentos. Este modelo permite a andlise dos termos de forcas de
cisalhamento e momento que estdao presentes na teoria. Assim usando o principio variacio-
nal, as equagoes de movimento sao obtidas, permitindo a analise dindmica da estrutura. Do
ponto de vista de projetos, o controle de vibracoes em micro-estruturas exerce um papel fun-
damenal. Neste trabalho sera analisado uma barra do tipo Euler-Bernoulli com condigoes de
contorno do tipo engaste-livre levando em consideracao as nao linearidades na fronteira. Por
ser um fenémeno predominantemente oscilatério, pretende-se estudar o controle de vibragoes,
visando a estabilidade do sistema por meio do deslocamento da estrutura nas condigoes de
contorno. Mostraremos que o projeto de controle introduz condigoes de contorno nao linear
na formulagao das equagoes de movimento da estrutura. O método de elementos finitos é
empregado para discretizar as equagoes de movimento na parte de deformacao e o método
das diferencas centradas é utilizado para integrar a dinamica do sistema.
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1 Introducao

Estruturas microelotromecanicas desempenham um papel importante em projetos de
engenharia. Sao maquinas em escalas de nandmetros que possuem componentes eletronicos
e mecanicos. Como exemplo de aplicagbes, podemos citar microscopios eletronicos usados
na inspecao de superficies de materiais, [1]. O principio de tais mecanismos se baseia
na perturbacao de campos magnéticos, produzida pela deformacao de materiais inteli-
gentes presentes na estrutura; tais perturbacdes de sinais sao interpretadas na forma de
informacoes processadas pelo sistema. Devido a simplicidade de seus componentes e ao
baixo custo de fabricagao, aliado a uma gama enorme de aplicagOes, 0s microsistemas
tem atraido cada vez mais atengado, tanto do setor industrial, devido as suas enormes
potencialidades em aplicagoes em sistemas automotivos, controle em manufatura, manejo
sustentavel e controle de contaminantes em sistemas hidrolégicos; melhoramento de per-
formace e confiabilidade de sistemas; instrumentacao médica, quanto do meio académico,
por se tratar de um campo relativamente novo.

Neste trabalho um componente micromecanico é modelado por meio de uma viga
do tipo Euler-Bernoulli. Para melhor descrever a dinamica do sistema, um termo de
terceira ordem, conhecido na literatura como tensor deformacao gradiente, veja [2], serd
considerado no modelo, além da aproximacao para o tensor curvatura, veja [5]. Segue do
principio variacional que, o momento fletor fornece um termo de quarta ordem, enquanto o
tensor de deformacao gradiente, fornece um termo de sexta ordem na equagao que descreve
a dinamica do sistema, veja (7).

A forca eletrostatica atuante no sistema é um campo de forca pontual localizado
na extremidade livre da barra. Neste trabalho, tal carregamento sera considerado nas
condigoes de contorno. Por descrever uma relagao nao linear com o campo de desloca-
mento, pretende-se analisar a dinamica do sistema por meio da técnica de elementos finitos
nao lineares, juntamente com técnicas de controle na fronteira, com o intuito de atenuar
a amplitude de oscilagao do deslocamento vertical da estrutura.

2 Modelo Nao Linear de Estruturas

Nesta secao faremos o desenvolvemento da modelagem matemética necessaria para a
andlise de esforcos na estrutura. A estrutura é uma barra de comprimento L(pm) com
drea da secao transversal A = bh, b(um) representa a largura e h(um) a esspessura da
barra. A densidade do material gira em torno de 1000%; o médulo de elasticidade é da
ordem de F = 1.44GPa, conforme pode ser visto na Figura 1.

No presente trabalho, para estudarmos as deformacées da estrutura, a teoria de Euler-
Bernoulli para barras sera considerada. Seu uso pressupoem uma relacao entre o compri-
mento e espessura de barra da ordem de 10; isto significa que % > 10. No presente modelo,
a deformacéao €., ao longo das fibras da estrutura, é dada por sua curvatura, cuja definicdo
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Figura 1: Modelo de Viga do Tipo Euler-Bernoulli
é
z—a
A tenséo, o, que atuante nas fibras da estrutura ao longo da direcao x é
E(z—a
Oz = —%, (2)

onde z representa a linha de deformacao da estrutura e a é a distancia nao deformada do
eixo de referéncia a linha neutra da estrutura, veja Figura 1. O momento gerado no plano
y — z a partir do campo de tensoes o, na direcao x é dado por
ET
My =g ®)

onde I, representa o momento de inércia do elemento de drea dA,. no plano y — z,

I,. = //dAyz (z — a)*dzdy, (4)

e F representa o médulo de elasticidade da estrutura. Se o campo de deslocamento da
estrutura, no plano x, z é dado, respectivamente por u e w, a curvatura no plano x — z é
dado por

1 _ (L4 003w — (Dew) (D3u)” (5)
R [(1+dup2+02s

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0354 010354-3 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0354

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

veja [2,5] para maiores detalhes.
Neste trabalho consideraremos que a deformacao por deslocamento axial é pequena,
assim podemos assumir que a curvatura s é aproximada por

1
K = o = Oggw.

De (1) a deformacao axial é dada pela expressao
€z = —(2—a)dw.
A lei de Hooke expressao na relagao (2) fornece
o, = —E(z—a)0yw.

Levando em consideracao (3) juntamente com a teoria das estruturas, o momento M,,
e a forga cortante sdo dados por

My.(z) = EI(x)0zw,
Vy = (ElI(z)0p,w),. (6)
Neste trabalho a dinamica da viga serd feita por meio da hamiltoniana generalizada,

1

L
F(x,t, w, 0, Wy, Wy, Wazg) = 2/ pA(x)(@tw)zdx
0

L
% /O EI(@) (k1 (D)2 — ki (Dpgt)?)dr,

1 L
oV / Flw(z, ))0(z — L)dx (1)
0
onde k;,7 = 1,2 sao dadas por
43
K1 = UA (2[% + 2725[% + l%) , (8)
2, 40

Nas equagoes (8)-(9) os termos ly, [; e I representam, respectivamente, a tensao gradiente
por dilatacdo, tensao gradiente por tracdo e tensdo gradiente por rotacdo, veja [4]. A
partir deste funcional é deduzido as equagoes que descrevem o deslocamento transversal
da estrutura, juntamente com as condicoes de fronteira. Para a montagem da hamiltoniana
as energias de deformagoes internas expressas pelo momento fletor; a inércia distribuida
da estrutura, geralmente o peso especifico da estrutura exerce um papel preponderante; as
concentragoes de massa pontual; as energias elasticas, distribuidas e pontuais que estao em
contato ao longo do interior da estrutura; os campos de temperatura e os campos elétricos
a atuar na estrutura. Na fronteira da viga considera-se os efeitos devido a inércia, energia
potencial eldstica de contato e energia de deformacao devido a presenca de gradientes de
temperatura.
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3 Metodologia

A metodologia usada se baseia em recentes avancos na teoria de deformagao de sélidos.
Especificamente, a teoria de deformacao gradiente é usada para descrever as equagoes de
movimento da estrutura via formulagdo de Hamilton, veja [5]. A dinamica do sistema
¢é formada por equacoes diferenciais parciais de ordem 6 na varidvel espacial, conforme
equacao (7).

Para controle de oscilagoes, as forcas internas, cisalhamento, momento e compressao
sao usadas como sinais de retroalimentacao para estabilizar o deslocamento da estrutura.

Para resolver as equagoes de movimento, o método dos elementos finitos é empregado
na parte de forcas de deformacgoes. Elementos unidimensionais e polinémios ortogonais de
Hermite sao usados para discretizar a estrutura. Foram considerados 16 nés e 15 elementos
unidimensionais. Na parte da dindmica, o método de diferencas centradas é utilizada para
integrar as equagoes de movimento.

Diferentemente de trabalhos recentes na literatura, que considera como campo externo
a forga eletrostdtica atuadora no sistema, no presente trabalho a forca de atuacao foi con-
siderada na condicao de contorno. Dessa forma permite-se que o problema de analise de
vibragoes da estrutura seja modelado como um problema de vibragoes livres sem amor-
tecimento. Entretanto, diferentemente de sistemas ordindrios, as simula¢bes numeéricas,
mostram que sistemas continuos podem apresentar elementos de estabilidade ou instabi-
lidade mesmo quando sujetios a oscilagoes livres.

Alguns, recentes resultados na literatura, tem mostrado que, quando o problema é
modelado com condigoes de contorno do tipo Dirichlet ou Newman, o sistema apresenta
comportamento oscilatério com presenca de ruido, veja [1,3,8-11].

Conforme podemos ver pelo conjunto de simulagoes, para os valores dados acima temos
diferentes comportamentos dindmicos para os nés da estrutura. A regido proxima ao
engaste apresenta estabilidade enquanto que, enquanto que para uma regiao um pouco
afastada da condicao de contorno tem um comportamento cadtico, veja Figura 2. Ja para
regioes da estrutura proxima a extremidade livre a dinamica apresenta instabilidade,veja
Figura 3.

4 Analise de Resultados

No presente trabalho de pesquisa foi analisada a estabilidade de uma viga de Fuler-
Bernoulli do tipo engaste-livre com condigoes de contorno nao linear via controle na fron-
teira. Para estabilizar a dindmica do sistema, projeto de controles com retroalimentacao,
baseado no deslocamento da estrutura, no contorno livre foram considerados. O desloca-
mento no contorno livre da estrutura permitiu que as forcas de cisalhamento e momento
fossem incorporadas no projeto de controle. Os seguintes parametros foram considera-
dos: comprimento da barra 340pm, médulo de elasticidade do material 1.44G Pa, largura
34um, espessura 17um e densidade do material 1000kg/m?>.

As simulagbes numéricas mostram que alguns nds apresentaram comportamento de
estabilizacao, enquanto que outros de instabilidade.
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As Figuras 2 e 3, apresentam comportamento em torno de alguns pontos da es-
trutura. Conforme pode ser visto a dinamica nodal na Figura 2 apresenta comporta-
mento instavel. J4 a dindmica descrita em 3 apresenta, para uma determinada regiao da
viga,comportamento dinamico estavel, enquanto para outra regiao da viga comportamento
instavel.

A estabilizacdo em torno do engaste era esperado devido a condicdo de engaste na
condicao de contorno. Para os nds que apresentaram instabilidade na dinamica, outras

estratégias de controle devem ser levadas em consideragao, como o acoplamento de massa
e rigidez na estrutura.
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Figura 3: Dindmica Nodal
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