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Resumo. Este trabalho mostra a obra de Maurits Cornelis Escher, “Cascata”, destacando
o Sélido de Escher como objeto motivador para o calculo do volume de sélidos. Utilizando o
recurso digital Geogebra esse solido, que é um dodecaedro rombico estrelado, é construido e
uma férmula para calcular o seu volume é deduzida. Como alternativa o Cubo de Yoshimoto
é apresentado, um material diddtico manipuldvel decomponivel em dois Sélidos de Escher,
que permite visualizar as propriedades envolvidas. Dessa forma é possivel associar arte,
recurso digital e material concreto no ensino de volume de sélidos.
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1 Introducao

De acordo com Silveira [9], as dificuldades com o aprendizado em Matemadtica estao
presentes no cotidiano de muitas pessoas, entao é importante apresentar elementos para
atrair a atencao dos estudantes quando se estd ensinando um determinado contetido.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [1], salientam a importancia do traba-
lho com a codificagdo e decodificacao de desenhos e também reforcam a necessidade de
desenvolvimento das habilidades de percepcgao espacial.

Obras de arte se apresentam como uma op¢ao e, associadas ao uso de ferramentas como
o Geogebra, tém auxiliado no ensino de conceitos e propriedades em diversos conteidos
da Matematica.

Além disso, Vieira [10] comenta que o uso de materiais didaticos manipulativos pos-
sibilitam ao aluno ter controle sobre as propriedades e operacoes envolvidas ao estudar
assuntos como Geometria, em especial, no calculo do volume dos sélidos.
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2 Sodlidos Geométricos e Arte

Apesar das pessoas verem a beleza nas construgoes como a obra Atomium, Figura
1(a), e a Biblioteca Nacional da Bielorrissia, Figura 1(b), conhecida como “diamante
bielorusso”, muitas vezes nao as associam aos conceitos matematicos envolvidos.

Figura 1: (a) Atomium: formato baseado em um cristal de ferro [4]; (b) Biblioteca Nacional da
Bielorrussia: forma de um rombicuboctaedro [7].

Varios artistas fazem uso da geometria espacial em suas obras, seja por sua beleza ou
pelas possibilidades que elas oferecem. Entre esses artistas, destaca-se Maurits Cornelis
Escher.

2.1 Sélido de Escher

Maurits Cornelis Escher (1898—1972) foi um grande entusiasta da Matematica, mesmo
nao tendo muito conhecimento nessa area. Seus trabalhos apresentam muitos conceitos
matematicos que podem ser explorados, sendo uma referéncia para o estudo de Geometria
[3]. Ele realizou diversos trabalhos em que os sélidos geométricos podem ser vistos, como
na litogravura Cascata, Figura 2.

Figura 2: Litogravura Cascata [3].
Nota-se, no alto das torres, dois poliedros, o que esta sobre a torre da esquerda é uma

composicao de trés cubos e o da torre da direita é um dodecaedro réombico estrelado que,
devido a essa obra, ficou conhecido como Sélido de Escher.
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3 Volume do Sélido de Escher

Pela defini¢ao de arestas, faces e vértices [6], o Sélido de Escher (SE) possui 12 faces,
Figura 3(b), geradas da expansao de cada uma das 12 faces dododecaedro rombico, Figura
3(a).

(a) (b)

Figura 3: Sélido de Escher gerado no Geogebra: (a) dodecaedro rémbico; (b) dodecaedro
rombico estrelado - Sélido de Escher [5].

Silva [4] durante o seu trabalho de mestrado desenvolveu um tutorial no Geogebra,
disponivel em [5], sobre como construir o Sélido de Escher utilizando essa ferramenta.

Uma face do SE é a uniao de todos os tridangulos contidos no mesmo plano como,
por exemplo, os tridngulos AEC, CGB, EFH, GHI, Figura 4(a). Ainda, os vértices do
dodecaedro rombico, como C, E, F e G sao chamados de falsos vértices no Sélido de Escher.
Considerando que as arestas do SE tem medida 2a, isto é, AB = 2a, consequentemente
AC = a.

No SE h4 ainda outros tipos de segmentos, por exemplo AE que serdo considerados
de medida b, a > b.

(c) (d)
Figura 4: (a) Sélido de Escher; (b) diagonal menor d; (c) secgao do Sélido de Escher; (d) diagonal
maior D [4].

Os segmentos CE, EF, FG e GC, por coincidirem com as arestas dododecaedro
rombico, sao chamados de falsas arestas, também com medida b.
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E o volume do Sélido de Escher (Vgg) é igual ao volume dododecaedro rémbico (Vpr)
acrescido do volume de doze piramides (Vp1), ou seja:

Vsg = Vpr + 12Vp,. (1)

O triangulo CHI é isésceles de base 2a e lados 2b, Figura 4(b) e, por semelhanga de
triangulos a = d. Assim, a diagonal menor (d) do losango CEFG tem a mesma medida a
dos maior segmento entre dois pontos do SE.

Seccionando o SE, Figura 4(c), ABKL é um quadrado de lado 2a, CJ é a diagonal
maior (D) do losango formado em ABK é um triangulo isdsceles, retangulo em B, Figura
4(d).

Como o triangulo ABK é retangulo em B, por ser a metade do quadrado ABKL, o
triangulo C'BJ também possui essas caracteristicas. Utilizando o Teorema de Pitagoras,
obtém-se D = av/2 (diagonal do losango). Portanto, as faces losangulares do DR tém
diagonais a e av/2.

Para a altura h da piramide, Figura 5(a), utiliza-se novamente o Teorema de Pitdgoras
eh= m2/§.

(a)

Figura 5: Dodecaedro rémbico: (a) altura h da piramide sobre a face; (b) decomposto em um
cubo e 6 piramides [4].

Assim, o volume de cada piramide Vp, é dado por:
1/d.D
Vo= 3 <2> hi

1 {a.av?2 av/2
o))

(13

Vp, = — (2)
6
Um dodecaedro rombico pode ser decomposto em um cubo, com arestas de mesma me-

dida das diagonais menores das faces losangulares do DR, com 6 piramides quadrangulares
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em cada face, Figura 5(b).
E, com isso o volume do DR, (VpR) equivale ao volume do cubo (Vo) de arestas d = a
e a soma do volume das seis piramides (6Vp,), ou seja,

Vbr = Ve +6Vp,;
1 1

VDR = a3+6§(a2§);

Vor = 2d°. (3)

Definido o volume do DR (3) e das piramides de sua estrelagao (2), uma férmula para
calcular o volume do Sélido de Escher (1) é dada por:

Vse = Vpr+12Vp;
a3
Vop = 2a3+12€;

Vsp = 4d°. (4)
Assim, o volume do SE equivale ao volume de quatro cubos com arestas a que é a
medida dos segmentos, entre dois pontos, de maior comprimento do SE.

No Geogebra, apds a construgao e através da aba Algebra é possivel visualisar o valor
do volume utilizando aresta a = 2 unidades de comprimento, Figura 6.

FARRE

Volume das pirémides

Figura 6: Sélido de Escher construido no Geogebra e detalhes da aba “Algebra” [5].

4 Visualizando o volume do Solido de Escher através do
Cubo de Yoshimoto

O Cubo de Yoshimoto é um quebra-cabeca poliédrico mecanico desenvolvido por Naoki
Yoshimoto em 1970 [2]. Para a sua confec¢ao podem ser utilizados diversos materiais como
madeira, acrilico ou ainda, de uma forma mais acessivel, em papel.
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(b) ()

Figura 7: Quebra-cabeca poliédrico Cubo de Yoshimoto:(a) cubo fechado; (b) manipulando o
cubo; (c) separando o cubo em duas partes [4].

A Figura 7(a), mostra o Cubo de Yoshimoto (CY) que é composto por 8 cubos com
arestas de medida a e volume Viy = 8a3.

Manipulando-o, Figura 7(b) e (¢), o Cubo de Yoshimoto pode ser separado em dois
objetos com as mesmas dimensoes e volumes, Figura 8(a), (b) e (c). Cada uma das duas
partes pode se transformar em um Sélido de Escher, cujo volume é igual a metade do
volume do Cubo de Yoshimoto, ou seja, Vor = 4a>.

Figura 8: Quebra-cabega poliédrico Cubo de Yoshimoto:(a) cubo separado em duas partes; (b)
uma pega fechada e a outra Sélido de Escher; (c) transformando em dois Sélidos de Escher [4].

Através dessas manipulacoes, o estudante pode compreender e visualisar as faces do
Solido de Escher que estao no mesmo plano entre outras caracteristicas e particularidades.

5 Conclusoes

Materiais didaticos manipulaveis associados a recursos digitais possibilitam ao estu-
dante compreender e visualizar de uma forma simples os objetos tridimensionais nao se
limitando a esbogd-los em duas dimensoes e que muitas vezes nao contribuem para resolver
um determinado problema.

O Geogebra como ferramenta para construir os sélidos geométricos contribui para o
entendimento dos conceitos envolvidos em seus estudos, podendo ser confirmados através
de material didatico manipulativo.

Trabalhar em conjunto com outras disciplinas como artes e informaéatica quando se
fala no Sélido de Escher e no Cubo de Yoshimoto possibilitam motivar o estudante. Sao
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materiais de facil acesso e recomendados o seu uso sempre que possivel.
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