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Resumo: Realizamos neste trabalho um estudo sobre a velocidade de convergéncia do Método
do Gradiente aplicado a minimizacao de fungdes quadrdticas convexas com busca exata. Desta-
camos a ocorréncia de uma mova taxa de convergéncia para a Sequéncia gerada pelo algoritmo,
diferente das apresentadas na literatura, a qual demonstramos para o caso 2 X 2.
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1. Introducao

Um problema de otimizacao irrestrita, matematicamente, é definido como

minimizar f(x) (1)
sujeito a  x € IR",

em que assumimos que a funcao objetivo f : IR — IR é continuamente diferencidvel.

Os pontos z* candidatos a minimizadores locais da fungao objetivo sdo chamados de pontos
estaciondrios, e satisfazem a condicao V f(z*) = 0, denominada condigao necesséria de otima-
lidade. Muitos métodos de otimizagao se contentam em encontrar pontos estaciondrios para o
problema empregando um processo iterativo.

Dentre os métodos classicos empregados na resolu¢ao do problema (1) temos o Método do
Gradiente, o Método de Newton, o Método das Diregoes Conjugadas e os Métodos de Quase-
Newton (IZMAILOV e SOLODOV, 2007; RIBEIRO e KARAS, 2013).

Neste trabalho estudamos o Método do Gradiente, que escolhe como direcao de descida a
direcao oposta ao vetor gradiente da funcao objetivo avaliada no ponto corrente e definimos
para o passo, a busca exata, que procura o minimizador da fun¢do ao longo desta direcdo. O
algoritmo do Gradiente encontra-se estruturado a seguir.
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Algoritmo 1: Algoritmo do Gradiente

Dado: 2% € R
k=20
REPITA enquanto V f(zF) #0
Defina d = —V f(z¥)
Obtenha t > 0 tal que f(zF + td) < f(z*)
Faca 2*t! = 2% 4+ td
k=k+1

A convergéncia global do Algoritmo 1 foi comprovado por Ribeiro e Karas (2013). Estamos
particularmente interessados em estabelecer uma taxa de convergéncia linear para o algoritmo
do Gradiente, quando aplicado a uma funcao quadratica dada por

1
fz) = ixTAx +bvlz +c, (2)

com A e IR, A~ 0,b € IR" e c € IR, com o tamanho do passo ¢ determinado por busca
exata. A taxa de convergéncia discutida aqui ndo estd presente na literatura e se diferencia das
demais, apresentadas adiante, por considerar a norma euclidiana e a busca exata.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: na Secao 2 sao apresentadas diferentes
abordagens para a taxa de convergéncia para o Método do Gradiente, na Se¢ao 3 é discutida a
conjectura proposta para a taxa de convergéncia e realizadas algumas consideragoes finais.

2. Abordagens para a taxa de convergéncia do Método do Gradiente

Diversas sao as taxas de convergéncia para o Método do Gradiente encontradas na literatura,
como por exemplo nos trabalhos de Boyd e Vandenberghe (2004), Freund (2004) e Saad (2005).
Destacamos duas abordagens em especial, propostas por Bertsekas (1995) e Karas, Mota e
Ribeiro (2005), respectivamente.

Bertsekas (1995) apresenta a taxa de convergéncia cldssica para o método do Gradiente,
tomando a funcao quadratica e a norma euclidiana, dada por:

o=

2% =2y~ An+ A0

(3)

onde \i e A\, sao respectivamente, o maior e menor autovalor de A, com tamanho de passo fixo,

dado por t = ———.
PO TN
Karas, Mota e Ribeiro (2005) verificaram que essa taxa cldssica nao é satisfeita quando a
T
busca exata é aplicada, ou seja, quando t é calculado por t = T Ad Nesse contexto, esta-

beleceram entdao uma taxa para a velocidade de convergéncia do algoritmo do Gradiente com

[{ A
2,onde’y— 1—>\—n.

Esse resultado estabelece uma relagao entre a velocidade de convergéncia associada a norma
euclidiana dos termos da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Analisando a taxa 7y, temos que

busca exata e norma euclidiana, dada por Hmk“ —z*

< ka—x*
2_’7

A1 A1
1- >y A 4
)\n — >\n7 ( )

pois (1 — )\1> € [0,1). Nesse sentido, verificamos por meio de experimentos numéricos que a
n
taxa de convergéncia do método proposto pode ser dada por um valor menor

=1-= 5
2 N (5)
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demonstrado algebricamente para o caso 2 x 2, conforme apresentado na secao a seguir.

3. A nova taxa de convergéncia

Considere o algoritmo do Gradiente aplicado & minimizagao da fungao quadratica dada em
(2), para n = 2, onde assumimos, sem perda de generalidade, que b = 0 e ¢ = 0. Assim, dado
um ponto corrente xk, temos 2**1 = z* + td em que

d=—Ax". (6)

A decomposicio espectral da matriz A nos permite escrever A = PDPT em que D é uma
matriz diagonal formada pelos autovalores de A e P é a matriz cujas colunas s&o os respectivos
autovetores. Assim, substituindo A = PDPT em (6) e definindo 3* = PTz*, obtemos a seguinte
expressao para o tamanho do passo determinado por busca exata

drd (yk)TDka
T dTAd ~ (yF)TD3yF (7)

t

aF = 2F 4 td = P(yF —tDy*) = Pyt (8)

Sendo assim, tomando a matriz diagonal formada pelos autovalores de A, temos:

1 0
(a0 B 10\
D_<0 /\2>—>\1 0 % —)\1<0 A>_A1B, (9)
1

A 1
onde 22 = X. Substituindo (9) em (7) obtemos t = oS onde s é o tamanho do passo pela

1
busca exata aplicado na quadratica definida pela matriz B a partir do ponto y e o novo iterando
passa a ser definido como

k+1
o]

e N2 —q l
byl = A

Seja y* = ( Z ) o ponto corrente. Podemos supor, sem perda de generalidade, que HkaQ =1.

Assim, para o caso 2 X 2 0 nosso objetivo se torna verificar que

d"d - p*+ NP
d"Bd — p*+ \¢*’

p
Aq

Entao, temos que d = — < > e o tamanho do passo é dado por t =

permitindo escrever:

S == G <A_2§ ) -
]

9 1 .
- < 1— <, pode ser reescrita como
[P A

2 2
p°q 2y 2y 1
RS

Portanto, a nossa conjectura,

Desde que p? + ¢% = 1, definimos a funcio ¢ : [0,1] — IR por
p(@) = (1= +X¢")° = N*(1 - ¢*)(1 - ¢ + A\'¢?),
e o objetivo torna-se provar que ¢(q) > 0 para todo ¢ € [0, 1]. Reescrevendo ¢(q), temos que
plg) =1+ (28 =X —2) @+ (=228 + 22+ 1) ¢ + W2\ = 1)) ¢,
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e, tomando a = 223 — A2 — 2, b= —2X\3 +2A2 + 1 e ¢ = A2(\* — 1), podemor escrever

¢(q) =1+ aq® + bg* + cq. (11)

Analisando os valores minimos que a fungao assume para diferentes valores de A\, podemos
verificar que min ¢(q) > 0, para todo A, conforme pode ser observado na Figura 1.

A

0.161
0.14r
0.12r

0.1
0.08[
0.061
0.04r
0.02-

~0.027, 5 10 15 20 25 30

Figura 1: min ¢(q)

Dessa forma, vamos agora provar que o minimo de ¢ € positivo partindo da andlise de
algumas propriedades das funcoes

a(\) =2X3 — X2 =2 e b(A) = =203 + 2% + 1.

Inicialmente, percebemos que cada uma das funcoes apresenta apenas uma raiz, denotadas
respectivamente por A, e Ap, com 0 < Ay < A\p. A fim de verificar que ¢(q) > 0 para todo
q € [0, 1], analisaremos a fungao considerando 3 subintervalos, sendo estes A € [Ag, \p], A < A\, €
A > \p, apresentados nos Lemas a seguir.

Lema 1. Considere X € [Aq, \p] € a corresponde fungdo ¢ dada por (11). Entao ¢(q) > 0 para
todo q € [0, 1].

Prova. Primeiro, note que a,b > 0 para A\, < A < \y. Além disso, ¢ = A2(A\* — 1) > 0 para todo
A > 1. Entao,

olg) =1+ag® +bg* +c¢® >0

para todo ¢ € [0, 1].
Agora, vamos ver o que acontece quando A > X\y. Note que ¢'(q) = 2g(a + 2bg® + 3cq?) e

considere o discriminante
A = 4(b* — 3ac). (12)

Lema 2. Se A > )\, entdao A < 0.
Prova. Primeiramente, afirmamos que

9N — 20X 4+ 3)% +12 > 0. (13)

De fato, se considerarmos p = A2, a expressao (13) pode ser reescrita por 9% —20u% +3u+12
o que é facil verificar ser positivo. Agora, ja que A, > 54, nés temos A > 54, 617 > 152X\ e
2X3 > 52)2. Isto por sua vez, implica que

6AT 4+ 207 +4X +1 > 152)% 4 52X 4 6.
Por (13), concluimos que

15208 + 52)2 + 6 > 3\0 + 10A* + N2
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Assim,
6A7 + 203 + 4\ +2 > 3N+ 10N + A2 + 1.

Multiplicando por A%, obtemos
6A% 4+ 207 4+ 403 + 207 > 3XE £ 10AC + M+ A2 > 3N+ 10A° + N+ 1,
o que significa que
A =4(=6X7 4328 41005 — 205 £ X1 —4X3 — 202 +1) <0,

completando a prova. 0

Lema 3. Se A\ >\, entao ¢(q) > 0 para todo q € [0,1].
Prova. Pelo Lema 2, concluimos que a + 2bg® + 3c¢* > 0 para todo ¢ € IR, uma vez que o
discriminante é negativo. Assim,

©'(q) = 2q(a + 2bg* + 3cq*) > 0

para todo g > 0, o que nos permite concluir que a fungao ¢ é crescente nesse intervalo. Desde
que ¢(0) = 1, concluimos que ¢(gq) > 0 para todo g € [0, 1]. 0

Para finalizar a andlise, devemos verificar o caso em que A € (1,),). Isso serd feito para
provar que o minimo global de ¢ é positivo.

Lema 4. Suponha que N\ € (1,)\,) e considere o minimo global positivo, q*, de ¢. Entao

e(q*) = 0.
Prova. Note primeiro que neste caso temos a < 0 e b > 0. Além disso, ¢ = )\2()\4 —1) > 0. Entao,

A’ = b?>—3ac > b? > 0. Além do mais, devido ao fato de que ¢* é uma raiz de a+2bg®+3cq* = 0,
temos uma expressao explicita, ou seja,

. —b+ VA
q _—
3¢

Afirmamos entao que
1+ a(g*)? > 0. (14)

O que é equivalente a provar que 3¢ — ab > —aV/A’, que é,
3¢+ a® — 2ab > 0. (15)
Uma vez que a + b > 0, temos —ab > a?. Entdo, usando o fato de que a > —1, obtemos
3¢+ a® —2ab > 3¢+ 2a* — 1. (16)

Note, na Figura 2, que a funcio A +— a?()\) é decrescente e A — ¢(\) é crescente em (1, \,).
Entao, para 1 < A < 1.067, temos

3c+2a* > 2a* > 1 (17)

e, para 1.067 < A < A\,
3¢+ 2a% > 3¢ > 1. (18)

De (16)-(18), concluimos (15) e consequentente, (14). Além disso, usando o fato de que b, ¢ > 0,
obtemos
p(q) =1+ a(g")? + b(g")* + ¢(g")® > 0
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Figura 2: Gréficos de A — 2a%()\) e A+ 3c(\).

Podemos resumir o que foi provado nos lemas anteriores no seguinte resultado:

Teorema 1. Considere a func¢ao quadrdtica dada em (2), com n =2, e a sequéncia gerada pelo
algoritmo do Gradiente com busca exata. Entdo, para todo k € IN,

T 2§ (1—;;) ka—x*

ka—i—l ok

9"

Consideragoes finais

O Método do Gradiente aplicado a minimizacao de fungoes quadraticas é linearmente conver-
gente. A taxa que verifica a convergéncia local do algoritmo é apresentada e discutida na liter-
atura fazendo associagoes aos autovalores da matriz A. Neste trabalho apresentamos uma nova
taxa de convergéncia para o algoritmo do Gradiente, com busca exata, aplicado a minimizagao
de funcdes quadréticas convexas. A partir de intmeros testes computacionais, conjecturamos
que o Teorema 1 seja valido para todo n € IN.
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