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Resumo: Apresentamos um estudo sobre o papel das fungdes convexras generalizadas no estudo
de problemas multiobjetivos. Inicialmente, caracterizaremos a eficiéncia fraca em termos de
escalarizacao. E sabido que, sob hipdtese de convexidade, toda solucdo fracamente eficiente é
solucdo do problema ponderado. Mais geralmente, um problema multiobjetivo ¢ KT-invero se
e somente se toda solucdo fracamente eficiente é solucdo de um problema ponderado. Consi-
deramos também as condicdes necessdrias de otimalidade de 1a. e de 2a. ordem. E bastante
conhecido que, sob hipdteses de converidade, as condi¢coes de Kuhn-Tucker sdo suficientes para
a otimalidade. Consideraremos a classe dos problemas KT-pseudoinvexos, os quais possuem a
sequinte propriedade: um problema é KT-invexo se, e somente se, todo ponto Kuhn-Tucker é
solucdo fracamente eficiente do problema multiobjetivo. Além disto, vale um resultado seme-
lhante a este, utilizando-se as condigoes necessdrias de 2a. ordem. Veremos que um problema
multiobjetivo é KT-pseudoinvexo de sequnda ordem se, e somente se, todo ponto Kuhn-Tucker
de sequnda ordem € solucao fracamente eficiente. Na obtencao destes resultados, os teoremas de
alternativa foram amplamente utilizados.

Palavras-chave: Condigoes de Otimalidade; otimizagcao mono e multiobjetivos; funcdes conve-
zas generalizadas, KT-invexidade.

1 INTRODUCAO

Diariamente encontramos situagoes que conduzem a tomada de decisoes. Em intmeras
situacoes, o decisor fixa varios objetivos, os quais sao estabelecidos como metas a serem atingidas.
Assim, é grande a aplicabilidade de problemas multiobjetivos (também chamados problemas
vetoriais ou problemas com objetivos multiplos) e dai o nosso interesse em estudé-los.

Formalmente, tais problemas admitem a seguinte formulagao:

Minimizar f(z) := (fi(z), -, fp(z))
sujeito a: z € S 1 ’ (MOP)

onde f; : R"— R e S é um subconjunto nao vazio de R".

Em geral, nao é possivel minimizar simultaneamente todos os objetivos. Deste modo, existem
diferentes nogoes de otimalidade (eficiéncia) associadas ao problema (MOP). Consideraremos
neste trabalho os conceitos de solugao eficiente, fracamente eficiente e propriamente eficiente.
Além disto, admitiremos que o conjunto factivel S é descrito por restrigoes de desigualdade,

S={reR":¢i(x)<0,i=1,---,m}

e g; : R"— R sao fungoes dadas. Para tais problemas, condi¢oes de otimalidade sao dadas na
forma de regra de multiplicadores - sao as chamadas condigoes de Kuhn-Tucker, para o caso onde
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as funcoes sio de classe C'* Para o caso C?, também existe um resultado andlogo, utilizando
as informagoes das derivadas de segunda ordem das fungoes. Veja Chankong and Haimes [1] e
Wang [8], por exemplo.

E bastante conhecida a importancia das fungoes convexas na Teoria da Otimizacao. Para
problemas convexos, a otimalidade local implica a otimalidade global. Além disto, as condigoes
necessarias de otimalidade (por exemplo, as condigbes de Kuhn-Tucker) sao também suficien-
tes. Neste contexto, as fungoes invexas introduzidas por Hanson (1981) [2] sao particularmente
interessantes. Com efeito, Hanson demonstrou que uma func¢ao é invexa se e somente se todo
ponto estaciondrio da funcéo é ponto de minimo global. Além disto, para problemas invexos
com restrigoes de desigualdade, as condi¢bes de Kuhn-Tucker sao suficientes para a otimalidade
global. Entretanto, tais condi¢oes nao sao necessarias para a otimalidade, nem mesmo quando
todas as fungoes do problema sdo invexas. Martin (1985) [5] propde uma ligeira modicagao
do conceito de invexidade e introduz a nocao de problemas KT-invexos e demonstra que um
problema é KT-invexo se, e somente se, todo ponto Kuhn-Tucker é minimizador global.

Resultados similares a estes foram estabecidos com as condicoes de otimalidade de segunda
ordem. Ivanov (2011) [4] introduz o conceito de problemas KT-invexos de segunda ordem e
demonstra que o problema é KT-invexo de segunda ordem se e somente se todo ponto Kuhn-
Tucker de segunda ordem é minimizador global.

O objetivo deste trabalho é apresentar generalizacgoes dos resultados obtidos por Martin [5]
e Ivanov [4] para o problema multiobjetivo (MOP).

2 RESULTADOS
2.1 PRELIMINARES TECNICOS

Abaixo sao definidas algumas nocgoes de otimalidade:

e eficiéncia fraca: x* € S é chamada solugao fracamente eficiente de (MOP) se nao
existe x € S tal que fj(z) < fj(z*),j=1,---,p.

o eficiéncia: z* € S é solugao eficiente de (MOP) se nao existe z € S tal que f;(z) <
fi(x*), j=1,---,p com desigualdade estrita valida para algum indice j.

e eficéncia prépria: z* € S é solugao propriamente eficiente de (MOP) se z* é eficiente
e se existe um escalar M > 0 tal que para cada 4,

fi(z") = filz) _ .
i) = fi(e*) —
para algum j tal que f;(z) > f;(z*), sempre que x é factivel para (MOP) e fi(z) < fi(z*).

E evidente que eficiéncia prépria implica eficiéncia e eficiéncia implica eficiéncia fraca. As
reciprocas sao falsas em geral. Neste trabalho, sdo consideradas as nogoes de eficiéncia fraca.

Uma possivel abordagem para a determinacao das solugoes de (MOP) é a escalarizagao.
Por escalarizacao, entende-se um processo através do qual é possivel converter um problema
multiobjetivo em um problema escalar equivalente, de modo que as solugoes de (MOP) podem
ser obtidas como solugoes de problemas cldssicos de programacao matematica. Talvez, a mais
conhecida destas técnicas seja a ponderagao. Para cada w € Ri\{O}, definiremos:

Minimizar Y%, w;fi(z)

sujeito a: x € S. (Po)

Adotaremos a seguinte notacao: Para x,y € R", escreveremos

< Yy <=z <y, t=1---,n
§ y<:>xi§yi77i:17"'7n
< y&s= rSyexr#y.
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E bastante conhecido o seguinte resultado:

Lema 1. (i) Se existe um vetor w 2 0,w # 0 tal que x* € S € solugao de (P,), entdo x*é
solugao fracamente eficiente de (MOP).

(it) Se as fungoes fj, j =1,--- ,p sdo convezas e x* € S com S convezo, solugao fracamente
eficiente de (MOP), entao existe um vetor w = 0,w # 0 tal que z* € solugdo do problema
ponderado (P,).

Para detalhes, veja Chankong e Haimes [1].

Lema 2. (i) [Condi¢ées de 1a. ordem] Suponha que o problema (MOP) é de classe C. Se x* € S
¢ uma solugdo fracamente eficiente de (MOP), entao existem multiplicadores \ € Rﬁ,,u e R,
nao simultaneamente nulos e tais que

ZA V(") + Zw% 0, (1)

(ii) [Condicdes de 2a. ordem] Suponha que (MOP) é de classe C%. Seja z* € S uma solugdo

fracamente eficiente de (MOP). Entao para cada d € D(z*), existem vetores A = 0, = 0, nao
todos nulos e tais que:

ZA e +Zqug@ = (3)

ANiVTgi(z*)d=0,i€1,---,m (6)
ZA V2 fi(z* +Zuzv gi(z*)]d > 0. (7)

(onde I(z*) = {i: gi(z*) = 0} ¢ o conjunto das restrigoes ativas em z* e D(z*) = {d € R":
VIfi(xz*)d <0, =1, ,p, VIgi(z*)d < 0,i € I(z*)} € o conjunto das dzregoes criticas em

Para detalhes: Veja Chankong e Haimes [1]e Wang [8].

Definicao 1. (i) Um ponto x* € S satisfaz (1),(2), com X # 0 é chamado ponto Kuhn-Tucker
de (MOP).

(i1) Se x* € S satisfaz (3)-(7) com A # 0, para cada dire¢do critica d € D(x*), entdo x* é
chamado ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem de (MOP).

Neste trabalho, estudamos as relagobes existentes entre convexidade generalizada e os pro-
blemas ponderados. Também discutiremos as relacoes existentes entre os conceitos de pontos
Kuhn-Tucker (de primeira e de segunda ordem) e a convexidade generalizada.

2.2 ESCALARIZACAO

Osuna-Gémez et al. (1999) introduzem em [6] o conceito de problemas multiobjetivos KT-
invexos:

Defini¢ao 2. O problema (MOP) é KT-invexo, se para quaisquer x,y € S, existe um vetor
n(z,y) € R™ tal que
—V7gi(x)n(y, x) > 0,i € I(x).
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Observe que esta é a extensao natural do conceito de problemas (escalares) KT-invexos
introduzido por Martin [5].

Teorema 1. (MOP) é KT-invexo se e somente se toda solug¢ao fracamente eficiente de (MOP)
é solugao de um problema ponderado (P, ), para algum w 2 0, w # 0.

Esboco da Prova.
(=)

e Seja (MOP) KT-invexo, entao T € X ponto Kuhn-Tucker resolve um problema escalar
ponderado. (A prova segue da definigdo de ponto Kuhn-Tucker).

(<)

e Suponha que T € X ponto Kuhn-Tucker é solucao fracamente eficiente e resolve (P,,) para
algum w € W. Entao o seguinte sistema nao tem soluc¢ao (A,v) > 0,v >0

D NVE@ A+ Y piVei@) =0
JjEJ 1€1(T) (8)
v+ > wi(fi(@) — f3(T) =0

JjeJ
Vi,xeXeVjeJ={j:j=1,...,p}

e E aplicando o Teorema de Motzkin segue que o sistema abaixo tem solucao (n,¢), n € IR"

ecelR
e<0
VI fi@m+e(fi(x) — f;(7) <0, VjeJ (9)
VTgi(@)m 0, i€ I(x)

VI, e X.

e e com isto, chegamos a conclusao de que (MOP) é KT-invexo.

2.3 CONDICOES DE 1A. ORDEM

Osuna-Goémez et al. introduzem em [6] o conceito de problemas KT-pseudoinvexos:

Definigao 3. O problema (MOP) é KT-pseudoinvexo se, para quaisquer x,y € S existe um
vetor n(x,y) € R™ tal que :

—VTgi(x)n(x,y) >0,i € I(x).

Esta é a mais ampla classe de problemas para os quais as condi¢oes de Kuhn-Tucker sao
necessarias e suficientes para a eficiéncia fraca:

Teorema 2. (MOP) é KT-pseudoinvezo se, e somente se, todo ponto Kuhn-Tucker € solugdo
fracamente eficiente de (MOP).

FEsboco da Prova.
(<)

e Assumimos que dados z,7 € X, com fj(z) < f;(Z),Vj € J, temos que T nao é solucao
fracamente eficiente de (MOP) e, por hip6tese, T nao é ponto Kuhn-Tucker, e assim, nao
valem as condicoes de KKT.
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— Entao, podemos aplicar o Teorema de Motzkin para garantir a solubilidade do sistema

VIfi(@d<o0, jeJ
V7Tg:(7)d <0, i € I(T).

— E basta definir n(x,T) = d, que obtemos o resultado desejado.
(=)

e Suponhamos que o problema (MOP) é KT-pseudoinvexo e que T € X é um ponto Kuhn-
Tucker de (MOP). Entao concluimos que T ¢é solucao fracamente eficiente de (MOP).(A
prova deste fato se da por absurdo, supondo que = € X é ponto de Kuhn-Tucker porém
nao é solugao fracamente eficiente)

2.4 CONDICOES DE 2A. ORDEM

Numa abordagem bastante semelhante as utilizada por Osuna-Gémez et al. [6] e Ivanov
[4], Santos et al. [7] propoem o conceito de problemas KT-pseudoinvexos de segunda ordem.

Definigao 4. Dizemos que o problema (MOP) é KT-pseudoinvero de sequnda ordem se
para quaisquer x,y € S, com fj(y) < fj(x), j =1,--- ,p existem uma dire¢do d(z,y) € D(x),
um numero ndo negativo w(x,y) e um vetor n(z,y) € R™ tais que
vaj(x)n(xay) +W(.CE,y)dT(.’E,y)VQf](.’IJ)d(.’IJ,y) < 07 .7 = 17 LD
VT gi(@)n(z,y) + w(z, y)d" (z,y)Vgi(x)d(x,y) < 0,i € I(x).

Esta é a mais ampla classe de fungoes para as quais as condigoes de Kuhn-Tucker de segunda
ordem sao necessarias e suficientes para a eficiéncia fraca:

Teorema 3. (MOP) é KT-pseudoinvezo de sequnda ordem se e somente se todo ponto Kuhn-
Tucker de sequnda ordem é solugdo fracamente eficiente de (MOP).

Esbo¢o da Prova.
(=)

e Suponha por contradigdo que T € X é um ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem, mas
nao é solucao fracamente eficiente. Entao, existe y € X tal que f(y) < f(T), e da KT-
pesudoinvexidade de segunda ordem, existem d(7,y) € D(Z), w(Z,y) € R4 e n(T,y) € R”
tais que

V@M@, y) + (@, y)d" (@,y)V? f;(@)d(E,y) <0, j € J (10)
Vai(@)n(x,y) + w(@,y)d" (T, y)Vg:(@)d(T,y) <0, i € [(Z). (11)

e Seja (A, ), o par de multiplicadores associados a direcao critica d(T,y). Se multiplicamos
(10) por A\j > 0 e (11) por p; > 0 e, somando as desigualdades obtidas e rearranjando os
termos chegamos no absurdo.

(<)
e Fixamos T € X e d € D(Z). e consideramos os seguintes sistemas:
VIf@)n+wd'Vif@)d<0, jeJ
VEgi(T)n + wd"V2g;i(z)d < 0, i € I(z)
em que n € R” e w € Ry e o sistema
em que y € U.
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e Pelo Teorema de Motzkin nao homogéneo * € X é um ponto Kuhn-Tucker de segunda
ordem < (S;) néo tem solugao (n,w).

e Por outro lado, T € X é solugao fracamente eficiente de (MOP) < o sistema (S2) nao tem
solucao y.

e Como por hipétese, todo ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem é solugdo fracamente
eficiente de (MOP), os sistemas (S1) e (S2) sdo equivalentes. Portanto, (MOP) é KT-
pseudoinvexo de segunda ordem.

3 CONCLUSOES

Neste trabalho, discutimos as relacoes existentes entre a convexidade generalizada e as solugoes
de problemas multiobjetivos. Verificamos que a convexidade generalizada desempenha um im-
portante papel na caracterizacao da eficiéncia em termos de problemas escalarizados.

Também estudamos condigoes necesséarias de primeira e de segunda ordem para problemas
multiobjetivos e caracterizamos as mais amplas classes de problemas multiobjetivos para as
quais as condigdes de Kuhn-Tucker (de primeira e de segunda ordem) resultam suficientes para
a otimalidade.

Como possibilidade de trabalho futuro, pretendemos adequar estas técnicas a outras classes
de problemas de otimizagao, como por exemplo, o problema de otimizacao vetorial (entre espagos
abstratos), o problema de programacao infinita e o problema de otimiza¢ao em tempo continuo.

Nas demonstragoes dos principais resultados apresentados neste trabalho (e discutidos com
maiores detalhes na Dissertacao [3]) observamos que sao necessérios, basicamente, resultados
de condigoes necessérias de otimalidade (de primeira e de segunda ordem) e Teoremas de Al-
ternativas. Existem variantes destes resultados para os problemas citados anteriormente, donde
cremos, ser possivel estender os resultados estudados para tais problemas. Inclusive, cremos ser
possivel estabelecer tais resultados, com hipéteses relaxadas de diferenciabilidade.

Referéncias

[1] V. Chankong, Y. Y. Haimes. Multiobjective decision-making: theory and methodology.
North-Holland, Amsterdam, 1983.

[2] M. A. Hanson. On sufficiency of Kuhn-Tucker conditions, J.Math. Anal. Appl. 80, 1981, p.
545-550.

[3] C. Isoton. Condicoes necessarias e suficientes de otimalidade para problemas com um e com
varios objetivos. Dissertacao de Mestrado. Universidade Federal do Parana, 2013.

[4] V. L. Ivanov. Second-order Kuhn-Tucker invex constrained problems. J. Global Optim. 50,
2011, p. 519-529.

[5] D. H. Martin. The essence of invexity. Journal of Optimization Theory and Applications.
Vol. 47, no. 1, 1985, p. 65-76.

[6] R. Osuna-Gémez, A. Beato-Moreno, A. Rufidn-Lizana. Generalized convexity in multiobjec-
tive programming. J. Math. Anal. Appl. 233, 1999, p. 205-220.

[7] L. B. Santos, R. Osuna-Gémez, B. Herndndez-Jiménez e M. Rojas-Medar. Necessary and
sufficient second-order optimality conditions for multiobjective problems with C! data. Non-
linear Analysis 85, 2013, p. 192-203.

[8] S. Wang. Second-order necessary and sufficient conditions in multiobjective programming.
Numer. Func. Anal. and Optimiz. 12, 1991, p. 237-252.

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0110 010110-6 © 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0110

