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1 Resumo

Como todo objeto matemaético, os sistemas lineares tém suas caracteristicas proprias,
ou seja, aquelas que as definem ou caracterizam. Nesse sentido, a caracteristica que quere-
mos realcar neste trabalho é a possibilidade de suas possiveis solucoes. Com isso, pretende-
mos mostrar que o fato de um sistema linear ser consistente determinado (solucao possivel
e admitir uma unica solugao), consistente indeterminado (admitir infinitas solugoes) ou
inconsistente (nao admitir alguma solugao) esta intimamente relacionado com os conceitos
de Espaco Linha, Espago Coluna e Espaco Nulo da matriz associada ao sistema linear.
Deste modo, os objetivos deste trabalho sao discutir as seguintes conexoes:

a) Quais sao as relagoes entre as solugoes de um sistema genérico AX = B com os
espacos linha, coluna e nulo da matriz A7;

b) Quais as relagoes entre o espacgo linha, coluna e nulo da matriz A?

Seja A uma matriz m x n dada por

a1l v+ Aln
A=
aAm1 *°° Omn
onde os vetores r1 = [a11 ... a12], r2 = [a21 ... a2y -+, P = [@m1 - - - Gmp) em R™, formados

pelas linhas de A, sdo chamados os vetores-linha de A e os vetores

ai a12 QA1n

am1 am2 Amn

em R", formados pelas colunas de A, sdo chamados os vetores-coluna de A.
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Se A é uma matriz m X n, entdo o subespaco de R™ gerado pelos vetores-linha de A
é chamado de Espaco-Linha de A e o subespago de R™ gerado pelos vetores-coluna de
A é chamado espago-coluna de A. O espacgo-solugao do sistema homogéneo de equagoes
AX =0, que é subespaco de R", é chamado o espago-nulo de A.

Para respondermos as questoes mencionadas na péagina 1, considere as matrizes

ailr -+ Qin 1
A = E ‘. . E e Tr=
Aml *°*  Qmn In
Sendo os vetores ¢, co, ..., Cy, 08 vetores-coluna de A, entdo o produto AX pode ser

expresso por meio de uma combinacao linear dos vetores-coluna, ou seja, AX = xic¢1 +
ToCy+ ...+ Tpc,. Assim, um sistema linear de m equagoes e n incognitas pode ser reescrito
por xicy + x2co + ... + Tpe, = B.

Concluimos que AX = B é consistente se, e somente se, B pode ser expresso como
uma combinacgao linear dos vetores coluna de A, ou equivalentemente se, e somente se, B
estad no espaco-coluna de A.

Teorema 1.1. ( [1] ) Se Xo € uma solugdo particular de um sistema linear consistente
AX = B e se v1,v9,...,v formam uma base do espaco-nulo de A, ou seja, do espago-
solugdo do sistema homogéneo AX = 0, entdo cada solucdo de AX = B pode ser escrita
na forma X = xg+ vicy + vaco + ... + UVpCk.

Reciprocamente, para qualquer escolha de escalares ci,ca,...,ck, o vetor X ¢é uma
solucdo de AX = B.

Demonstracdo: Suponha que Xy é uma solucao de AX = B e que X é uma solucao
arbitraria. Entao, AX — AXy = B ou A(X — X)) = B. Isto mostra que X — Xy é uma

solugao do sistema homogéneo AX = 0. Como os vetores vy, ..., v, formam uma base
do espago-solucao do sistema, entao podemos escrever X — Xy como uma combinagao
linear dos vetores vi,...,vg. Assim, X — Xy = wicy + voce + ... + vgcg. Logo, X =

Xo 4+ vic1 + vace + ... + vgcE, O que prova a primeira parte do resultado.
Reciprocamente, para qualquer escolha dos escalares ci,ca, ..., ¢k, temos que AX =
A(Xo+ vier +voca + ... 4+ vger). Logo AX = AXg+ A(vi)er + ... + Avg)cg.
Como Xy é uma solucdo do sistema nao-homogéneo e wvi,vs,...,vx sdo soluces do
sistema homogéneo, ja que formam a base do espago solugao do sistema homogéneo, temos
que AX=B+4+0+0+...+0= B, o que mostra que X é uma solugdo de AX = B.
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