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Resumo: FEste artigo tem como objetivo apresentar algoritmos para solucdo de problemas de
Equilibrio de Nash (NEP). Para isto, sao propostos dois novos algoritmos baseados na resolu¢dao
de um sistema nao linear G(x) =0, com G : IR"™ — IR" continua mas nao diferencidvel em todos
0s pontos do dominio, sendo o primeiro algoritmo baseado, no Método de Newton, e o sequndo
em métodos Subgradientes. A origem desses algoritmos € o artigo [2], em que foi introduzido o
método de Lagrangeano Aumentado, para a resolu¢do de um Problema de Equilibrio geral, em
que o Problema Equilibrio de Nash é um caso particular.
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1 Introducao

O Problema de Equilibrio de Nash (NEP) é um estudo interdisciplinar. Sua aplicacao pode ser
encontrada nas areas de economia, matematica, engenharia, ciéncias da computacao e pesquisa
operacional. Devido & sua origem matematico-econémico, ha varias aplica¢oes no meio econémico
e na Teoria dos Jogos. Poderé ser observado que existem mais pesquisa sobre a existéncia de
solucdes, do que boas implementacoes. Com o objetivo de avancar a pesquisa, sdo propostos
dois novos algoritmos para resolver o NEP, cuja origem é o artigo de [2], em que foi introduzido
o método de Lagrangeano Aumentado, para a resolugdo de um Problema de Equilibrio geral.

2 Meétodologia para a Resolugao do NEP

O Problema de Equilibrio de Nash consiste em N jogadores, cada um é representado por j
e controla a variavel 7 € IR™. As varidveis de decisdo dos outros jogadores sdo representadas
por 77, Portanto, o NEP consiste em resolver o problema (1) dado por:

ming 0;(x7,277); sa 2’ € X;j(x7Y), (1)

onde X;(z77) C IR™ representa as jogadas estratégicas do jogador j. Sendo o conjunto X;(z~7)
dado por Xj(z77) = {2/ € R" : g(27,277) < 0}, em que g(.,z77) : R"™ — IR™ representa o
conjunto das restricoes de todos os jogadores.

Em |2] foi introduzido métodos de Lagrangeano Aumentado nas versoes Exata e Inexata para
o Problema de Equilibrio geral e como caso especial o NEP. A andlise de convergéncia que os
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autores apresentam neste artigo estd fortemente ligada aos métodos de ponto proximal para o
Problema de Equilibrio. A metodologia porposta para resolucdo do NEP consiste em dois novos
algoritmos, baseados na resolucdo de um sistema nao linear G(x) = 0, sendo G : R" — IR"
continua mas nao diferenciavel em todos os pontos do dominio.

O subproblema a ser resolvido, no algoritmo LIALEM apresentado em [2]| para o caso dife-
renciavel, é equivalente a resolugao do sistema G(z) = 0, dado por:

hi(x)

hi
G(x) = |z — 2] + VF,(z +Zmax{0 pLIEE 5
k

bt 2
=1

em que, zF € R?, {1} € Ry, é uma sequéncia limitada de parametros de regularizacio, as
fungbes h;(x), diferenciaveis, em que ¢ = 1,...,m sao as restrigdes do Problema de Equilibrio,
M =1,...,m sdo os multiplicadores de Lagrange e VF,(x) obtido ao substituir y por z em
VF,(y) = Vyf(z,y), sendo f(z,y) a bi-funcao dada pelo Problema de Equilibrio, diferenciavel
na variavel y para cada z € IR" fixo.

2.1 Aproximagao Quadratica do Termo nao Diferenciavel

A suavizacao da func¢ao G(x) é realizada por meio de uma aproximagao quadratica dos termos
nao diferenciaveis desta. Note que as componentes do sistema (2) podem ser reescritas na forma:

0 3)

+ (VFz(x)) caso contrario.

Gi(z) = { Yelzi — x5 } (VE(x))s +ZZ 1 ( %) (Vhi(z)): se /\ivC +
el[zs — xf] +

para i = 1,...,m, (VFy(z)); é a componente i de VFy(z) e (Vh;(z)); é a componente i de
hi(x)
=0.

Desta forma, o termo que envolve o maximo no somatério da G(z) em (2) 2 o que deve ser
suavizado. Seré realizada uma suavizagao no intervalo [—n, 7|, com n > 0 e pequeno. Para tal,
sera considerada uma funcio quadratica ¢(y) = ay? + by + ¢, com a, b e ¢ a serem determinados
de modo que a fun¢o ajustada seja continuamente diferencidvel em todo IR. Considere a func¢ao
p; : IR — IR como:

Vhi(z). A fungdo G(x) s6 ndo ¢ diferencidvel para os indices i em que \F +

h()} 0, se AF 4 2zl < g
i(hi(z)) = 0, \F 4 22 4 = L 4
pilhs(a)) = max {0.2¢ + P4 {Ak Mo esi s i g )
para cada ¢ = 1,...,m, a aproximacao quadratica para p; é dada por:
0, se ¥+ hi(z) —n
) W =
Pilhi(e) = § & (M+BE) L (r M) g s i M <y ()
k hi(z) ko hi(@)
)‘14’%’ se )‘i+vk >n,
e
0, se AP 1l <y
pi(hi(z)) = % gAer h;(:)) (x) 4 Yh (x)’ se _n<)\§+h;(;) <1 (6)
Vhi(z) k hi(x)
BETEE se A+ Lo >

Finalmente, tem-se a fun¢do G(z) suavizada:

G(z) = [z — 2" + VFu(z) + Zﬁi(hz‘(ﬂf))vm(w)- (7)
=1

com p;(h;(x)) dada por (5). Desta forma, G(z) dada por (7) se torna diferenciavel.
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Proposicao 2.1. Se n — 0 entao p;(hi(x)) dada em (5) coincide com p;(h;(x)) dada em (4),
para todo 1 =1,...,m.

2.2 Meétodo de Newton para Resolucao do Subproblema Gerado pelo Algo-
ritmo de Equilibrio

O método de Newton serd utilizado para resolver o subproblema gerado pelo algoritmo LIA-
LEM apresntado em [2]. Ou seja, equivale a resolver sistema nao linear G(z) = 0, com G(z) dada
em (2). Desta forma, se n for escolhido pequeno em (5) pela proposigao 2.1, ter-se-4 mantido
os resultados ja provados para o Problema de Equilibrio. Na préxima proposicdo, serd provado
que escolhendo adequadamente o parametro de regularizacao a Jacobianda de G(x), dada em
(2), seré positiva definida. Para isso, e para os proximos algoritmos a serem apresentados, serd
necessaria a seguinte hipotese:

Hipotese 2.2. As fungées F, : R" — R, dada por F, = f(z,y) e h; : R™ — IR, para
1=1,...,m, sdo diferencidveis até segunda ordem.

Proposicao 2.3. Considere a Hipdtese 2.2 satisfeita ¢ G(x) dada em (5) e (7). Entao, a
Jacobiana de G(x) é dada por:

JG(x) = Yelnxn + V2Fo() + Y Bi(hi(2))Vhi(x) + Y pi(hi(2))V?hi(x). (8)
= i=1
em que p;(hi(z)), dada em (6), é a derivada de p;(hi(x)) e Inxn € a matriz identidade. Além
disso, para i € {1 2,...,m} tem se:
(a) Se \f + ()< —n ou \F + ()>77€nta0JG()>0 para todo x € IR™.

(b) Se —n < )\k ,y( 2) <nexcIR™ estiver firado, entio existe k tal que para todo k > k
JG(z) > 0.

Algoritmo 2.4. PROBLEMA DE EQUILIBRIO COMBINADO COM NEWTON PARA RE-
SOLVER O SUBPROBLEMA
Dados 2° €¢ IR™, \>0,7>0,e1>0,e0>0e~" >0
k=0 e aux=1,
Enquanto aur=1
Faca 0 =0, e 2¢ = ¥,
Awalie G(2Y), dada em (5) e (7)
Enquanto ||G(z )H > e
Avalie JG(2*) (JG(ZK) ¢ a Jacobiana da G(z) em 2°)
Determine d* = —(JG(2°))"'G(2Y),  (dire¢io de Newton)
Faca 21 = 2t + dt,
(=10+1, e Avalie G(2%), dada em (5) e (7)

Fim enguanto

Faga okl = Zf—i-l; e
h($k+1) )
)\;“H:max{(),)\f—i— — ) i=1...,m,
Se ||(z" 1A — (@, AF)[] < &2
auz=0,
Fim se
Facak=k+1,

Fim enquanto

Para os algoritmos 2.4 e 2.6 (a ser apresentado na sequéncia), serdo considerados os critérios
de parada €; > 0 e g9 > 0 respctivamente para o subproblema interno e externo. Para o
subproblema interno ¢ é o ntmero de iteracoes que se utiliza para determinar a solugao de
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G(x) = 0 com precisdo 1. Por outro lado, k é o niimero de iteracoes para o problema externo
com precisdo g . Desta forma, o total de iteracdes que o algoritmo utiliza para resolver o
problema é £+ /. A > 0 é o multiplicador de Lagrange associado as restricoes de igualdade e
~v > 0 é o parametro de regularizagido (no dual) ou o parametro de penalidade (no primal). Sobre
a atualizacdo do pardmetro v > 0, é feita uma descri¢do na se¢ao de implementacao numeérica.
O teorema 2.5 prova que a direcao de Newton, gerada pelo algoritmo 2.4, estd bem definida.

Teorema 2.5. Considere o Hipdtese 1 satisfeita e as fungoes Fy e hi(x), para i = 1,...,m,
definidas no Problema de Equibrio, convexas. Entdo, a cada iteragdo £ do algoritmo 7 a direcao
de Newton d* = —(JG(2%)) 7 G(2") estd bem definida.

2.3 Meétodo Subgradiente para Resolucao do Subproblema Gerado pelo Al-
goritmo de Equilibrio

A metodologia consiste no uso de métodos de Subgradientes para resolver o sistema nao linear
e ndo diferenciavel G(x) = 0 sendo G(x) dada em (2). Para usar os métodos Subgradientes este
sistema serd transformado em um problema de minimizagao da forma:

min{f(z) : x € R"}, 9)
sendo f: R" — IR dada por f(z) = 5||G(2)|%, em que G : R™ — IR" é dada por (2). Considere
g : R" — R a funcao definida por g(z) = §]|x|\2 Assim, a funcdo f(x) pode ser reescrita
como a fungao composta f(z) = ¢g(G(x)). Como pode ser observado g(x), é diferenciavel e
estritamente convexa. Mas o mesmo nao acontece, em geral, com a funcdo f(z) = g(G(x)), pois
G(x) pode ser nao convexa e é nao diferenciavel em pontos do seu dominio. Desta forma, néo
é possivel aplicar diretamente os métodos Subgradientes. Para isso, serd suavizado o termo nao
diferenciavel, conforme a se¢ao, Aproximagao Quadratica, para que G(z) dada em (2) se torne

diferenciavel e, entao, imitar o método do Gradiente para calcular um Subgradiente. Neste caso,
em qualquer ponto x € IR" ter-se-4:

of (x) = Vf(z) = VG(x)TG(x). (10)

Um passo do método Subgradiente para resolver G(z), parte de um ponto ja conhecido
z¥ € IR™ e determina o préximo ponto utilizando 2%+ = 2% — a0 f(2¥), sendo oy, 0 tamanho do
passo e df(z*) o Subgradiente no ponto z*. A seguir é apresentado o algoritmo para resolver o
NEP com os métodos de Subgradientes, para resolver o subproblema G(z) = 0 dada em (7). No
algoritmo 2.6, serd apresentado o algoritmo basico, no sentido que utiliza procedimentos simples
para atualizar o tamanho do passo (ver [6]).

Algoritmo 2.6. PROBLEMA DE EQUILIBRIO COMBINADO COM O METODO SUBGRA-
DIENTE PARA RESOLVER O SUBPROBLEMA
Dados 2° € R", A > 0, a > 0, a > O(coeficiente de dilatacio), e1 >0, e2 >0 e’ >0
k=0 e auz=1,
Enquanto aur=1
Faca: £ =0, e z* = 2F,
Avalie G(2%), dada em (5) e (7)
Enquanto ||G(2%)|| > &1
Avalie JG(2Y)  (JG(2Y) € a Jacobiana da G(z) em 2°)
Determine 0f(2") = —JG(z)TG(2"), (um subgradiente de f(x)
em 2, com f = g(G(2"))
Escolher oy apropriado

0 (2

Hof (911"

274 = 28+ aydy,

Faga: dy =

DOI: 10.5540/03.2014.002.01.0107 010107-4 © 2014 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2014.002.01.0107

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 2, N. 1, 2014.

Avalie G(21), dada em (5) e (7)

Facal=10+1,
Fim enguanto
Faga: zF+! = 2041 ¢

k+1
ML = max {0, \F + M)

b,oi=1,...,m,

’Yk
Se H<xk+1,)\k+1) _ (:Iik,)\k)H < &9
auzr=0,
Fim se
Facak=k+1,

Fim enquanto

3 Resultados Numeéricos

Os métodos Subgradientes utilizados para solucao do subproblema, conforme o algoritmo 2.6,
terdo como escolha do tamanho do passo aj e da direcao d* os resultados apresentados por [6]
e por [5]. Nas implementacoes foram considerados vk = ﬁ para o algoritmo do Problema de
Equilibrio combinado com os métodos de Newton e Dilatacao de Espaco. Para os demais métodos
utilizou-se v* = 1. O coeficiente de dilatacio para o método de Dilatacdo de Espaco a = 0.1
e para o método Elipséides a = 1, n = 0.1 para todos os métodos implementados. O critério
de parada para o subproblema interno |G (z¥)| < €1, o critério de parada para o Problema de
Equilibrio ||(z**+1, \EF1) — (2%, AF)|| < &9, onde g1 = 2 = 107 e 0 ntimero maximo de iteragdes
no lago interno que resolve G(x) igual a 1000.

Exemplo 3.1. POLUICAO DE UMA BACIA HIDROGRAFICA (River Basin Pollution,)

Considere o problema de polui¢ao de uma bacia hidrogrifica apresentado em [3],[7] e [4], com
trés jogadores j = 1,2,3. A resolugdo do problema consiste em minimizar a funcao objetivo dado
por:

9](513) = ngx? + dng(xl + 20 + $3) — bjiL‘j =
= czjsz +0,01zj(z1 + 22+ 23) —bjz; (j =1,2,3),

com co; = (0.01,0.05,0.01), b, = dy — c1; = (2.90,2.88, 2.85) e sujeita as restricdes dadas por:
J j J

(z) = 3,25a1 4 1,25z + 4, 12523 < 100
W= 2,291 + 1,56252 + 2, 812523 < 100

Na implementagdo deste problema, foram considerados para todos os métodos z° = [5,9,3]7,

A0 =[1,8]" 0 =2.

Métodos z* |G(2)|| Ite. Ext. (k) | k+¢
Subgradiente Basico | [21.1487;16.0276;2.7229]7 | 9.8729¢-005 155 66922
Ponto Otimo [21.1397;16.0279; 2.7300]7 | 9.9665¢-005 274 73146
Método de Elipsoides | [21.1390; 16.0280;2.7305]7 | 8.8532¢-005 267 39742
Dilatacdo do Espaco | [21.1428;16.0279;2.7276]7 | 8.4908e-005 06 95
Newton [21.1430;16.0279; 2.7274]T | 8.4132¢-005 06 19

Tabela 1: Solucao Otima do Exemplo 3.1.

Exemplo 3.2. (ver [1], p.178)
Considere um jogo com dois jogadores, N = 2 comny = 1 e no = 1. Assim, cada jogador
controla uma varidvel; por simplicidade define-se x1 = x!' e 22 = x2. Assumindo que os problemas

dos jogadores sao:
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ming (2t —1)%  sa o' +22 <1 mine (2 — 5)2; s.a '+ < 1.

Para o exemplo (3.2), foi considerado x° = [0,0]7, \Y =1, /Y = 2.

Métodos z* |G(2)|| Iter. Ext.(k) | k+¢

Subgradiente Basico | [0.7500;0.2500]7 | 1.1028e-005 48 13402
Ponto Otimo [0.7500; 0.2500]7 | 5.89686-005 11 144
Elipsoides [0.7500; 0.2500] | 7.0114e-005 17 1116
Dilatacio do Espaco | [0.7500;0.2500]7 | 1.4356e-006 4 17
Newton [0.7500; 0.2500]7 | 1.1069e-014 4 10

Tabela 2: Solucdo Otima do Exemplo 3.2.

4 Conclusao

Pelos testes realizados e os resultados mostrados, a metodologia proposta e os algoritmos im-
plementados neste trabalho tiveram um excelente desempenho, em relacao aos mesmos exemplos
aplicados na literatura da area. Portanto, a metodologia proposta mostrou-se promissora, como
pode ser visto nos testes numéricos apresentados em Resultados Numéricos e oferece dois novos

algoritmos como opgoes a mais para os interessados na solugdo do Problema de Equilibrio de
Nash (NEP).
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