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1 Introducao

Nesse trabalho estudamos a aproximacao de problemas elipticos pelo Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF) em malhas compostas por elementos quadrilaterais convexos. Em
particular estudamos as condicoes sobre os espagos de busca e sobre as malhas adotadas
para a obtencao das taxas de convergéncia 6timas para a solugao e para seu gradiente.
Para isso foi adotado o seguinte problema de valor de contorno

—Au= fem, u=0sobred. (1)

Reescrevendo (1) em sua forma variacional, buscamos u € H}(f2) tal que

/Vu-VUdQ:/fde Yo € Hy (). (2)
Q Q

Por fim, o MEF baseado no método de Galerkin consiste em determinar uy € Vj, solugao
do problema variacional

/ Vuy, - Vo, dS) = / f’Uh dQ Yuy, € Vi, (3)
Q Q

onde Vj, é uma aproximagio de dimensao finita de H{ () gerada a partir de uma discre-
tizagao do dominio ).

Seja T, uma discretizacao de 2 em elementos quadrilaterais E. Neste trabalho es-
tudamos aproximacoes baseadas em elementos E gerados a partir de uma transformacao
bilinear sobre um elemento padrao E , dada por

Fg(i) =Y li(#)zp,, (4)
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onde Z; denota a coordenada do i-ésimo vértice do elemento E‘, zp,; ¢ a coordenada do
i-ésimo vértice do elemento geométrico (ou real) E e i,(i‘) sao as respectivas funcoes de
forma de Lagrange, definidas sobre E. A partir de tais definicGes, podemos construir os
seguintes espacos de Elementos Finitos:

1. Espacos dos polinémios por partes de grau parcial igual ou menor a r:
i ={veC’(Q); vl € Fp(Qu(E)) ,VE € T},
onde Q,(F) = span{@'§’ : i,j < r}.
2. Espagos Serendipity:
Sh = {v e C%); v|p € Fg(Q.(E)) ,VE € Tp},
onde Q.(F) = span{@'§7, #"§, )" i+ j < r}.

Para solugoes suficientemente regulares, a taxa de convergéncia do método esta asso-
ciada principalmente ao espacgo de busca V},. Para o caso de problemas com discretizagao
em quadrilateros, a discretizacao adotada pode interferir nas taxas de convergéncia. O
artigo [1] apresenta condigdes necessérias e suficientes para obtengao das taxas 6timas em
malhas quadrilaterais afins e nao-afins.

2 Experimentos Numéricos

Foi desenvolvido um c6digo que resolve o problema (1) utilizando o método (3) baseado
tanto em espacos Q) quanto em espacos do tipo Serendipity S;. A partir deste cddigo,
foram realizados estudos de convergéncia sobre trés tipos de malhas, conforme proposto
em [1]: Afins, ndo-afins e assintoticamente afins. Esses estudos foram divididos em dois
blocos.

O primeiro bloco buscou reproduzir os experimentos de [1]. Os resultados encontra-
dos sao equivalentes aos dos artigo original, a menos de pequenas diferengas devido a
aritmética de ponto flutuante, e comprovam a teoria desenvolvida no artigo, indicando a
nao-otimalidade da convergéncia dos elementos Serendipity em malhas nao-afins. Ja no
segundo bloco foram implementadas aproximacoes baseadas em elementos do tipo Seren-
dipity de terceira ordem e em elementos do tipo Qg obtendo novos resultados, que vao
além dos apresentados no artigo original. Como esperado os elementos do tipo Serendipity
alcancam ordem de convergéncia 6tima em malhas afins e assintoticamente afins e taxas
sub-6timas em malhas nao-afins. Ja os elementos do tipo Q3 alcancam taxas étimas nos
trés tipos de malhas.Dessa forma, os novos resultados obtidos novamente concordam com
a andlise feita em [1] e fortalecem a validagao experimental da mesma.
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