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1 Introducao

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™. Equivalentemente, A C R™ é
um reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes by, ...,b; € R"
tais que A = {a1by + -+ + amby; ai1,...,ar € Z}. Reticulados vém sendo utilizados
na area de comunicagoes em cddigos corretores de erros para a transmissao de dados
(ver referéncias [1,3]). Na descrigdo acima, o conjunto {bi,...,b,,} é dito uma base de
A e o nimero k é denominado o posto de A. Se n = k dizemos que A possui posto
completo. A matriz B cujas linhas sao os vetores by, ..., b,, é chamada de matriz geradora
de A. Se B é uma matriz geradora de um reticulado, entao o denotamos por A(B). O
subespago vetorial de R™ gerado pelas linhas da matriz B é denotado por span(B), isto é,
span(B) = {uB; uw € R"}. Uma regido fundamental F' de um reticulado A = A(B) C R"
de posto k é qualquer subconjunto de span(B) que ladrilha span(B) por translagoes v + F'
com v € A, isto é, span(B) = J,cn (v + F) e dois ladrilhos v1+F e vo+F, com v1,v9 € A
e v] # vy, ou Nao se interceptam ou se interceptam apenas nos bordos. Na préxima
secao, apresentamos a regiao de Voronoi, considerando a métrica £, de um reticulado A e
mostramos que, ao contrario do que ocorre na métrica fo, a regiao de Voronoi nem sempre
¢ uma regido fundamental de A. A norma ¢, de um vetor = (z1,...,z,) € R™ é definida
como ||z|l, = (X0 [#:P)/P, se 1 < p < o0, e |||, = max{|z1],...,|za|}, se p = c0. A
métrica induzida pela norma ¢, é chamada de métrica £,,.

2 Regiao de Voronoi na Métrica ¢,

Dado um elemento v de um reticulado A = A(B) C R", a regiao de Voronoi de v,
na métrica £, é definida como

Rp(v) = {x € span(B); |z — v||, < || — u||,, para todo u € A}.

Em outras palavras, Rp(v) consiste de todos os pontos do espaco span(B) que estao mais
préximos, ou a mesma distancia, de v do que de qualquer outro ponto de A (considerando

!eleonesio.strey@ufes.br
2sueli@ime.unicamp.br

010272-1 © 2020 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

a métrica ¢,). Para cada v € A, temos que R,(v) = v + R,(0). Isto nos permite definir a
regido de Voronoi de A na métrica £y, que serd denotada por R,(A), como sendo R,(0).
Existem varios resultados na literatura sobre a regiao de Voronoi de reticulados na métrica
ly (métrica euclidiana). Porém, resultados considerando outras métricas sao escassos. E
conhecido que, para qualquer reticulado A, Ro(A) é uma regido fundamental de A. No
entanto, isto nem sempre vale para regioes de Voronoi nas métricas ¢1 e {,, conforme
podemos conferir no exemplo a seguir.

Exemplo 1. [2] Sejam Ao, Ag C R? o0s reticulados gerados pelas bases o = {(3,0), (—1,1)}
e p = {(3,0),(0,2)}, respectivamente. Nas Figuras 1(a)e 1(b) estao representadas as
regides de Voronoi Ri(Aa) e Roo(Ag), respectivamente. Observe que Ri(Aq) € Roo(Ap)
nao sao regioes fundamentais de Ao e Ag, jd que os ladrilhos ilustrados em cada caso nao
sao disjuntos e nao se interceptam apenas nos bordos.

(a) R1(Aa) (b) Reo(Ap)

Figura 1: Regiao de Voronoi

Conjectura 1. Seja 1 < p < oo. Para qualquer reticulado A, Ry(A) € uma regido
fundamental de A.
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