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Resumo. Neste trabalho estudamos a interacao entre sistemas dinamicos nao linear que
representam a macroeconomia simplificada. O modelo é uma versao modificada e estendida
do oscilador de Van der Pol. Considerou-se apenas trés varidveis de estados: a entrada de ca-
pital estrangeiro, a poupanga das familias e o produto interno bruto. Com efeito, analisamos
possiveis padroes que resultam desta dindmica bem como mudangas estruturais quando se
varia o fluxo de capital estrangeiro, escolhido aqui como o pardmetro de controle. H4 uma
riqueza de comportamentos dindmicos que podem ser obtidos via simulagdoes numéricas.
Para certos valores do parametro de controle ocorre a sincronizacao entre as economias.
Contudo, elas podem ser instaveis. Assim, aplicamos o método da fungdo de estabilidade
mestra (Master Stability Function) para avaliar a estabilidade. O resultado principal foi
observar a ocorréncia de sincronizagoes instaveis quando o acoplamento foi unidirecional, e
estdvel no caso bidirecional. Além disso, o método de andlise permite que se explore um
numero arbitrario de economias acopladas com diferentes topologias de redes.

Palavras-chave. Rede complexa, Economia de rede, Sincronizacao, Estabilidade, Oscilador
de Van der Pol.

1 Introducao

A economia afeta a vida de bilhGes de pessoas que, por falhas de mercado, sofrem de-
vido ao desemprego, crescimento do produto interno bruto baixo, concentracao de renda
e pobreza. Um dos grandes problemas é a dificuldade de prever e previnir as crises. De
modo geral, a previsibilidade em sistemas econdémicos representa um desafio para diver-
sos campos de estudo. Estes sistemas sao formados por um elevado nimero de agentes
heterogéneos que interagem de forma nao linear no nivel microscépico, que reagem as in-
formagoes de indicadores macroeconomicos (feedbacks) e ainda sofrem influéncias de outras
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economias pelo fluxo de capital entre elas. A quantidade de parametros envolvidos, a nao
linearidade e a dificuldade de capturar via modelagem as expectativas dos agentes estao
na origem do problema. Por outro lado, nossa incapacidade presente de produzir bons mo-
delos deixam muitas perguntas em aberto. Nao somos capazes de evitar crises economicas
e controlar o risco sistémico causado pela propagacao dos efeitos de uma recessao ou crash
de um pais sobre seus parceiros. Assim, pode-se dizer que é importante estudar modelos
simplificados para entender os mecanismos fundamentais dos padroes coletivos de econo-
mias acopladas. Os sistemas economicos sao exemplos de sistemas complexos e sua
imprevisibilidade deve-se a nao linearidade, & semelhanca do que acontece nos sistemas
cadticos. Como é sabido, ainda existe controvérsia sobre a presenca de caos em dados
economicos devido ao tamanho das séries empiricas e a suposta alta dimensionalidade
do sistema [10]. Entretanto, as economias apresentam comportamentos coletivos como
mudancas estruturais (bifurcagoes) que podem ser estudados por meio da modelagem ma-
tematica [1,15]. O aspecto interessante é que os padroes observados em sistemas ecolégicos
ou fisicos também aparecem em outros sistemas tais como economicos e fisiolégicos. Por
exemplo, oscilacGes e sincronizagoes de fase sdo comportamentos dinamicos estudados na
Fisica, cujos padroes também aparecem em populagoes de vaga-lumes, em séries de bati-
mentos cardiacos ou nos ciclos circadianos em humanos [12]. Assim, nao é surpresa que
os modelos paradigmaticos para o estudo das oscilagoes na Fisica possam ser adaptados
para estudar ciclos economicos.

Algumas varidveis econdémicas agregadas exibem um tipo de flutuacao chamada de
ciclos de negocios. Estes ciclos consistem em expansoes que ocorrem quase ao Iesmo
tempo em muitas atividades economicas, seguidas de recessoes, contracoes e recuperagao
[4]. Essa sequéncia de mudangas é recorrente, mas nao apresenta duragao e periodos bem
comportados. Entre as variaveis, podemos citar consumo, investimento, produto interno
bruto e estoque de capital, que seguem um movimento oscilatorio incorporando um vasto
espectro de ciclos. Esses comportamentos oscilatérios tem causa enddgena e podem ser
descritos por meio de equagoes diferenciais nao lineares [5,15]. Vale ressaltar que estas
economias podem ser abertas e realizar trocas com outras economias sujeitas a flutuagoes.
Como as economias interagentes podem estar em fases diferentes dos ciclos de negécios,
¢é interessante estudar o que acontece com varias economias acopladas. Considerando
cada economia como um sistemas dinamico complexo, pode-se usar intdmeras técnicas
matematicas para caracterizar os padroes que elas exibem ao variarmos os parametros
relevantes, bem como estudar a estabilidade das solu¢bes. O estudo da estabilidade se
dé por meio de técnicas mais avancadas, como por exemplo a funcao de estabilidade
mestra, que serd apresentada na se¢ao de metodologia [7,12,13]. No presente trabalho
examinamos o compartamento dindmico entre trés economias que podem ser idénticas
ou nao, que foram acopladas por meio da varidvel troca de capital. Estas economias
foram aproximadas por um modelo de oscilador de ciclo-limite. O modelo sera descrito na
préxima secao, contudo podemos dizer que ele é uma modificagao do sistema bidimensional
de Van der Pol [3,14] com a adigdo de um termo de feedback que representa as trocas
internacionais. Além disso, do ponto de vista econdémico, o sistema simula a fuga de
capitais observada nos paises menos desenvolvidos. Entao, neste trabalho é examinado o
efeito da entrada e saida de capital entre dois sistemas econdomicos conjugados.
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2 Modelo Macroeconomico

Bouali et al. [2] propuseram uma modificagao do oscilador de Van de Pol bidimensional
que fosse capaz de representar um sistema macroeconomico idealizado. Para isto, eles
introduziram uma terceira equacao e fizeram a interpretacao das varidveis de estado no
contexto macroeconomico. O modelo é descrito por trés equacoes diferenciais ordinéarias,
a saber:

E=m-y+p-x-(d-y?),
y:—x+c-z, (1)

z=s8-x—r-y

As variaveis de estado x, y e z representam a poupanca das familias, o produto interno
bruto (PIB) e a entrada de capital estrangeiro respectivamente. Os pardmetros m, p,
d, ¢, s e T sao positivos e representam respectivamente os indices: propensao marginal
a consumir, fator de lucro capitalizado do investimento, valor do PIB, fator de saida do
capital, fator de propensao a poupar e o fator do endividamento.

Este sistema possui trés pontos de equilibrio: E; = (0,0,0), Ey = (o, sa/r,—a/c)
e B3 = —Ey com a = [pd + m(s/r)]/[(s/r)?p] [3]. O Jacobiano do sistema (eq.1) é
|J (2,9, 2)| = es(m + 2pzy) + crp(d — y?). Para os parametros (m,p,d,c,s,r) =
(0.02,0.4,1.0,50,10,0.1) o sistema exibe comportamento cadtico conforme apresentado
por Bouali utilizando-se do algoritmo de Wolf et al. [16], ilustrado na figura 1.

O sistema descrito pelas equagoes 1 exibem uma riqueza de comportamentos dinamicos
quando se varia o parametro de controle ¢ conforme bem discutido por Bouali [3]. Aqui
iremos apenas mostrar a reconstrucao do atrator 3D e o expoente de Lyapunov como
funcao do parametro de controle ¢ conforme figura 1.
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Figura 1: (a) Atrator tridimensional do sistema (eq 1). (b) Expoentes de Lyapunov A como
funcaéo do parametro de controle ¢. As figuras foram gerada com os seguintes parametros:
(m,p,d,c,s,7) = (0.02,0.4,1.0,50,10,0.1) respectivamente.
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2.1 Sistema Macroeconémico Acoplado

Recentemente, Volos et al. [15] estudaram a interagao de duas economias. Para isto,
eles acoplaram dois modelos de Bouali na variavel que descreve o fluxo de entrada de capital
do exterior. A generalizacdo para N economias, seguindo tal modelo de acoplamento
difusivo proposto, é dado pelo seguinte conjunto de equacoes diferencias:

i = my; + pri(d — y7),

i = —xi + ¢z, (2)

2 = sxy — i + &i(Zip1 — 240),
com i = 1,2,...,N. A variagdo z;11 — z; representa o saldo na balanga comercial do
pais ¢ com o pais ¢ + 1. A balanca comercial pode ser utilizada para financiar os déficits
orcamentérios do governo ou pode ser usado para aumentar a producdo. Assim, & mede

o efeito da balanca comercial sobre a economia. Na proxima secdo, vamos estudar a
estabilidade deste sistema dinamico.

3 Analise da Funcao de Estabilidade Mestra

A evolucao temporal dos estados de um sistema dinamico deterministico isolado é
determinada por m equagoes:

x = F(x), (3)

aqui o vetor x descreve o estado de um oscilador e F(x) define o vetor do campo de velo-
cidade do sistema. E possivel formar uma rede a partir do acoplamento de N subsistemas

isolados:
N
% = F(x;) _5ZGin(Xj)v (4)
j=1
comi=1,2,...,N, H(x;) é asaida do j-ésimo nd, G é matriz de acoplamento determinada

pela topologia da rede e € é o parametro global de acoplamento. A matriz G = Gj;
satisfaz a condigdo de soma zero das linhas Z;\le Gij = 0,Vi. O estado de sincronizacao
corresponde a X; = Xs, Vi com Xs = F(x;) que é uma solucao exata da (eq.4).

Para analisar a estabilidade do estado sincronizado, nés perturbamos o estado de cada
né na rede sobre o estado sincronizado x;(t) = x4(t) + 0x;(t), e expandimos a (eq.4) em
uma série de Taylor de la. ordem, entdo os desvios 0x;(t) = x;(t) — x4(t) satisfazem as
equagoes variacionais:

N
%; = DF(x,)6x; — £ 3 Gi;DH(x,)6x;, (5)
j=1
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sendo DF(x,) e DH(x,) matrizes jacobianas m x m correspondentes as fungoes vetoriais
avaliadas em x(t).

Seguindo a ideia proposta por Pecora and Carroll [13], a (eq.5) pode ser diagonalizada
em N modos préprios desacoplados na forma de bloco

w; = [DF(xs) — ep; DH(x5)] wy, (6)

sendo que w; representa diferentes modos de perturbacoes de um estado sincronizado e
0s p; sao os autovalores de GG, com ¢ = 1,2, ..., N, os quais podem serem ordenados como
M1 = 0 < Re(,ug) <...< Re(,uN).

°

Figura 2: Funcao de estabilidade mestra Ay para (a) acoplamento unidirecional £ = 0 para
1, (b) acoplamento bidirecional tanto em Z; como em 22, (¢) para uma rede de N =3 e
(d) para N = 10.

4 Resultado e Discussao

As economias (eq.2) foram acoplada por meio dos parametros de controle ;. Prelimi-
narmente, consideramos o caso em que ha apenas duas economias, sendo uma a ‘mestre’
&1 =0 e aoutra & = & > 0 a ‘escrava’, também chamado de modelo unidirecional [15].
Neste caso, a economia 1 exerce influéncia sobre a economia 2, mas nao o inverso. Por
meio da analise da funcao de estabilidade mestra Ar pudemos estudar a estabilidade da
sincronizacao deste tipo de acoplamento, reportado na figura 2(a). Inicialmente, observa-
mos que nao ocorre sincronizagdo para baixos valores de £, uma vez que os parametros
escolhidos colocam os subsistemas na fase cadtica e ainda a forca do acoplamento nao é
capaz de promover a sincronzacao. O aumento no valor do parametro de controle leva a
sincronizagao estavel do sistema. No entanto, com o aumento do valor de £ > 15 o sistema
desestabiliza, retornando a estabilidade no intervalo de & = (35 a 38). Para valores supe-
riores, no intervalo estudado de £ = (39 a 100) o sistema perde a estabilidade. No caso
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bidirecional, estudado para N = 2,3 e 10, o sistema entra na fase estavel e nao se observou
a volta para o regime instavel (ver figura 2). Apesar de que cada economia (subsistema)
ser intrinsecamente caética, o acoplamento difusivo do modelo permite a emergéncia da
sincronizacao de forma estavel.

O modelo macroecondémico aqui descreve a relagao entre poupanca, PIB e entrada de
capital estrangeiro. Ele é bem rudimentar, e possui premissas que podem ser questiona-
das pelos economistas e possivelmente melhoradas. A equacao que descreve a variacao da
poupanca depende da variacao do PIB, e concomitantemente a poupanca cresce com o
aumento do PIB, enquanto a condicdo b —y? > 0 for satisfeita. Caso contrario, o nivel de
poupanca diminui, o que pode significar um aumento no consumo e uma pressao para o
incremento da inflacao. O PIB também é afetado pelo nivel de poupanca e pela entrada
de capital externo. Contudo, isso leva a possibilidade de uma influéncia do exterior so-
bre a economia nacional via fluxo de entrada de capital (z). Notamos que as economias
podem atuar de forma cooperativa e ter como resultado coletivo a sincronizagao entre as
varidveis macroeconémicas, simplesmente pelo ajuste do parametro de controle. O com-
portamento oscilatorio das varidveis macroeconémicas emula os ciclos econdmicos, mais
ainda, as flutuacoes sao enddgenas, emergentes, podendo ser auto-sustentdveis ou cadticas.
Neste modelo, os periodos de oscilagao dependem do valor de &. Em dados empiricos,
esses periodos podem variar de poucos anos até decadas. Assim, ao introduzir ruidos no
modelo permitira reproduzir cendrios mais realisticos. Porém, também vai demandar o uso
de alguns métodos, entre eles o da funcao de estabilidade mestra que permitira tirar con-
clusoes mais realistas. Nosso foco nao foi apresentar um modelo macroeconémico realista,
mas sim, operar uma técnica de andlise da estabilidade da sincronizacao entre economias
acopladas. Avangamos em relagao ao trabalho de Volos et al. [15] que discutiram o caso
de apenas duas economias acopladas. Muito embora eles tenham demostrado que este sis-
tema (de duas economias) podem sincronizar, faltou discutir se os estados sincronizados
sao estaveis. A fim de estender a andlise para uma rede de economias com um numero
arbitrario de paises N optamos por usar a funcao de estabilidade mestra.

Neste trabalho apresentamos a versao generalizada do modelo de Bouali [3,15] em uma
rede acoplada. Verificamos que este modelo encapsula uma riqueza de comportamentos
dinamicos complexos que permite estudar varios regimes tais como os ciclos econémicos
ou cenarios aperiodicos e instaveis. Uma versao simplificada como a apresentada aqui é
importante para enderecar questoes especificas que considere efeitos globais e influéncias
mutuas, simétricas e assimétricas de economias acopladas em redes. A contribuicao deste
trabalho foi aplicar o método da funcao de estabilidade mestra para o estudo de uma rede
de sistemas que representa qualitativamente uma macroeconomia. Como sugestao de tra-
balhos futuros podemos estudar topologias de redes mais realistas, fazer um estudo mais
detalhado do efeito da variagao dos parametros de modelo generalizado e ainda confrontar
com dados empiricos. De forma geral, o método de andlise pode ser aplicado para o estudo
de modelos dinamicos nao lineares mais sofisticados.
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