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Resumo. As funcées de taper sao modelos biomatematicos que visam descrever a forma
e o afilamento do didmetro do fuste das drvores. Tais fungdes desempenham papel central
para o calculo de biomassa das arvores e sortimentos florestais. Por este motivo, o ajuste
das fungoes de taper implica obter uma boa aproximacao ou melhora na estimativa dos
multiprodutos madereiros: diametros, alturas e volumes parciais, totais e comerciais de
troncos de arvores. O objetivo deste trabalho é o estudo da dindmica de trés modelos de
taper os quais sao denominados modelo de Ormerod, Demaerschalk e Leite e Garcia.

Palavras-chave. Fungoes de Taper, Ajuste de Fungoes de Taper, Processos Estocasticos

1 Introducao

As fungoes de taper s@o modelos biomatematicos que visam descrever a forma e o
afilamento do diametro do fuste das arvores [1,2,/4]. As fungbes de taper sdo aplicadas
na determinagao de biomassa das arvores, isto é, através da determinagao do volume
do fuste das arvores é possivel estimar trés caracteristicas fundamentais: o diametro em
qualquer ponto do fuste, a altura no fuste em que se encontra um determinado didmetro e o
volume entre dois pontos quaisquer no fuste. Tais parametros permitem calcular diversos
multiprodutos das arvores. Consequentemente, as funcoes de taper sao imprescindiveis
para estudos nas areas de biologia, engenharia florestal e industria extrativista.

Vale ressaltar que o estudo do didametro ao longo de um fuste também é motivado
por modelos biolégicos que visam estudar a geometria do tronco das drvores [3]. Por esta
razao, existem na literatura as fungoes de taper ditas incompativeis, em que a funcao de
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taper revela uma boa estimativa para o perfil e subsegoes da arvore porém o calculo do
volume total , via funcoes de taper, é contraditério; e existem as fungoes de taper ditas
compativeis, em que o calculo de volume e subsecoes da arvore, via funcoes de taper, é
concordante 2. O estudo conduzido por Demaerschalk [5,6] revela que hé compatibilidade
quando o volume total, obtido pela soma dos volumes de todas as se¢oes determinadas
através de modelos de taper, é idéntico ao volume definido pela equacao de volume (integral
da fungao de taper em relagao 4 medida da altura do fuste da &rvore).

Via de regra as fungoes de taper compativeis sao fungoes que dependem da altura
total da drvore (H) (estimativa tabelada segundo o género da arvore), de parametros de
referéncia da arvore: altura (H,) de referéncia e didmetro de referéncia (dqp) (parametros
em que é realizada a poda ou estudo da arvore, em geral sao valores constantes por
uma questao de uniformidade para cada género de arvore) e de fatores de taper () (res-
ponséaveis por descrever a geometria do fuste da arvore. Estes pardmetros sao obtidos
empericamente e tabelados segundo o género da arvore ). Por este motivo as funcoes de
taper sao adaptadas para incluir termos adicionais de diametro e/ou altura do fuste. Sao
exemplos de fungoes de taper compativeis os modelos de Kozak (1969) [7], Demaerschalk
(1972) [5], Ormerod (1973) [§] e Leite e Garcia (2001) [9]. Sendo que o modelo de Leite e
Garcia ¢ inspirado no modelo de Demaerschalk [9].

Em [10] os modelos de Kozak, Ormerod e Demaerschalk foram modificados a fim de
acrescentar parametros estocasticos. Tal estudo é motivado por observacoes biolégicas de
que a pluviosidade (parametro estocdstico) afeta diretamente o crescimento das arvores |2].
Segundo [10] é possivel analisar a variagao de diametro, altura e volume ao longo de um
fuste frente a tais perturbacoes estocdasticas.

Motivado por [10], este trabalho aborda questoes relacionadas & dindmica dos modelos
de taper. O objetivo deste trabalho é discutir e estudar a dinamica de trés modelos de ta-
per: modelo de Ormerod, Demaerchalk e Leite e Garcia por meio de equacoes diferenciais.
Na secao [2| iremos descrever as principais hipdteses de tais modelos bem como descrever
seus parametros. Na se¢ao|3|iremos introduzir uma dinamica capaz de descrever a evolugao
temporal dos modelos. Na secao 4] iremos simular e analisar tal dinamica sobre o ponto
de vista dos parametros bioldgicos e na secao [5| iremos discutir os resultados obtidos.

2 Funcoes de Taper: Modelo de Ormerod Modificado, De-
maerschalk e Leite e Garcia

No contexto da area instrumental de mensuracao florestal as funcoes de taper sao
tradicionalmente obtidas empiricamente, isto é, coletados os dados biolégicos é realizado
algum método de regressao para estimar os parametros (vide [11] para maiores detalhes e
para métodos de estimativa envolvendo redes neurais). Desta forma, sabendo-se o género
da arvore estudada é possivel estimar o diametro, altura, coeficientes de taper e tempo de
poda [4].

Todavia esta abordagem nao leva em conta a dinamica da evolugao do crescimento das
arvores. Esta sec@o visa estabelecer os fundamentos dos modelos de Ormerod, Demaers-
chalk e Leite e Garcia com o objetivo de abordar tais modelos do ponto de vista dindmico
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na segao [

Os modelos de Ormerod [8], Demaerschalk [6] e Leite e Garcia [9] consideram o cresci-
mento da arvore uniforme e homogéneo. Tais modelos sao dados, respectivamente, pelas
seguintes expressoes:

_ (-1 1" s,
d—dap[(H_Hr) e +e€, (1)
d= [10B0dap</31—1>Hﬂ2(H — )P exp (@Tx)} T 2)
d= [10(’80)dapﬁl_1Hﬁ2 (H — h)?* exp <B45;Z)>] +e€ (3)

onde os parametros sao:
e h ¢é a altura, medida em metros;

e d ¢é o diametro comercial, com ou sem casca, medido em centimetro, na altura h;

H ¢ a altura total, medida em metros;

H, é a altura de referéncia, medida em metros, usualmente é adotado a convencgao
de 1,30 metros;

dqp € o didmetro de referéncia, medido em centimetro, obtido na altura de referéncia
H,;

T, = 0,1 para didmetro com casca e sem casca, respectivamente;

Bi, para i = 0,1,2, 3,4, sdao denominados coeficientes de taper. Sao parametros de
regressao e, com excessao de §4 em que possui dimensao de metro, sao parametros
adimensionais;

e ¢ é 0 erro aleatério, onde € ~ N(0,0?).

Os coeficientes de taper s@o responsaveis por descrever a geometria da fuste da arvore [3].
Uma andlise dimensional revela que para os modelos e temos 81 + B2 + B3 = 2.
Note que as equagoes , e revelam que d = 0 ocorre para h = H, em outras
palavras, o diametro da arvore é decrescente. Para a equacao d = dap precisamente
quando h = H,, isto é, o diametro de referéncia é obtido na altura de referéncia. Ainda
para o modelo , temos que caso 1 < 1 entdao a forma do tronco serd parabdlico e caso
B1 > 1 entao a forma do tronco serd neiloidal [8].
Ao longo deste trabalho iremos fazer as seguintes hipétese simplificadoras:

1. Por hipétese, H, e dgp sao parametros fixos para cada espécie de arvore;
2. O diametro e a altura da arvore estao sujeitas a uma dinamica de evolucao temporal;

3. Os paramtros de taper nao evoluem com o tempo, isto é, sao coeficientes fixos;
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4. desconsiderar os inerentes processos aleatérios.

Observe ainda que através da seguinte mudanca de variavel adimensional y = 7~ e
ap

T = % é possivel concatenar as equacoes , e da seguinte forma:

y=oa;(l—a)" (4)
onde para a equacao temos o = %@)if@ e 11 = (1, para a equagao
temos ap = 10%0dap(P1—2) {B2 73 exp (B4Ty) e v2 = B3 e para a equagao temos ag =
1000) dapPr—2 HP2 Fs exp <ﬁ4%) e 73 = (3. Pela andlise dimensional dos coeficientes de
taper, temos que todos os parametros «; sao adimensionais.
Por meio da equagao (4], introduziremos na se¢ao |3| uma dinamica de crescimento da
altura da arove.

3 Metodologia

Segundo [2,/4] os modelos de Ormerod, Demaerschalk e Leite e Garcia sdo aplicdveis
as arvores de género Pinus e Eucalyptus, portanto faz sentido comparar a dindmica da
evolucao de cada modelo de taper.

Por este motivo, em uma primeira aproximacao, iremos considerar que a velocidade
de crescimento do volume da &arvore (V') é constante (K) e que tanto o raio da segdo
transversal da drvore quanto a altura da arvore sao fungoes do tempo. Desta forma
obtemos,

dVv dr(t) o dh(t)

— =k=21mr——=h —

o T +7r o (5)
Observe que a derivada de em relacdo ao tempo para ~; nulo é constante nula e

para ~; nao nulo é dada por:

dy _

d
i —0yi(1 — 33)%'_1—3:

o (6)

As funcao de taper (1)), (2), fornecem o raio em funcdo do tempo (r(t) = 4(t)/2).
Considerando a condigao inicial 2(0) = H-/H, utilizando a mudanca de varidvel exposta
na secao [2| as equagoes e @ é possivel obter a seguinte equacao diferencial ordinaria:

dt —2vx(t)+1 (7)

da(t) _ K(—a(t))—2vit!
{x(O) = %

onde o parametro adimensional

Ar Ha2d?

i 'ap
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representa a taxa do crescimento volumétrico para determinada funcao de taper, onde o
fator H a?dgp possui unidade de volume e estd associado ao cdlculo do volume da arvore
através de fungoes de taper.

A equagao (7)) é uma equagao diferencial ordinaria (EDO) de primeira ordem nao-linear
capaz de descrever a evolucao da altura da arvore para os modelos de , , . Na
secao [4| iremos simular a equacgao para diferentes parametros bioldgicos e discutir tais

resultados.

4 Simulagoes e Resultados

A literatura fornece diversos valores para a altura, didmetro e coeficientes de taper para
diversos géneros de arvores [1,2,5,7,8]. Para efeito de simulagao iremos considerar apenas
as arvores da espécie Pinus elliottii. Segundo [2] tal espécie de pinheiro apresenta altura
média total de H = 26m, diametro de referéncia d,, = 0,2m e crescimento volumétrico
anual médio a partir da idade de maturacdo de V = 0,052m?/ano. Sobre os coeficientes
de taper, para esta espécie de drvore com esta altura e diametro, temos os valores de
By = —0,6552, 51 = 1,476038, 85 = —0,65520 e B3 = 1.179162. Por meio de tais valores
é possivel calcular os parametros «; bem como a taxa de crescimento volumétrico K.
Também iremos considerar apenas o caso das arvores com casca, isto é, Tx = 0 uma vez
que a auséncia de casca é de ordem de grandeza desprezivel.

Uma maneira de estudar a equacao @ ¢é por meio da andlise do campo de diregoes
para diferentes valores de K e 7; ( Figuras 1l21314). A equacio revela que existem
descontinuidades quando z1(f) = 1 e xa(t) = 1/2y, (retas verticais nas Figuras [12]3).
E possivel estudar a regiao entre tais descontinuidades. Na Figura [1| existe um efeito
repulsivo nas vizinhancas de z(0) até x; e outro efeito repulsivo para z(¢) > x;, assim
para valores de ; negativos o didmetro decresce rapidamente como era esperado; a regiao
z(z) < x(0) nao possui sentido biolégico. Para valores de +; positivos, como nas Figuras
e [3 existe um efeito atrativo nas vizinhancas de xo ( zog < z(t) < z2), o valor de x2 se
desloca para diferentes valores de ; e ainda o campo de diregoes sofre uma inflexao devido
4 mudanca de velocidade e direcao (z3 < z(t) < 1) que é proporcional ao valor de K.

Note ainda que é possivel resolver a EDO explicitamente. Por exemplo para o caso

particular de ; = 1/2 temos
dz(t) _ K
{ dt 1—a> (9)

Cujo plano de fase estd representada na Figurapara diferentes valores de K. Observe
ainda na Figura[4 a transigao de fase que ocorre a medida que o parametro v aumenta. A
solucao de @D é dada por:

z(t)=1—(1-— %) exp (—Kt) (10)

Vale notar que (9) é condizente com o modelo pois o limite z(t — 0) = H-/H
representa o valor inicial e x(t — oo) = 1 representa a altura méxima.
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Figura 1: Modelo de Ormerod com casca Figura 2: Modelo de Ormerod sem casca
refinado. refinado.
. _, k=025, 4=15 : 1527 00
L | 05 15, "\-n-ﬂi_‘_ "*D'-vj,s
00
BT
||
0.2 ‘l
|
. \
n|5l
|
: ] |
o1
[
|
- oS l
Figura 3: Modelo de Ormerod com casca re- Figura 4: Planos de fase da eq. @
finado. para diferentes valores de K.

5 Conclusoes

A dinadmica de crescimento da altura das arvores de género Pinus Eucalyptus pode ser
modelada, a partir das funcoes de taper apresentadas na secao |2 pela equagao @) 0]
o campo de direcoes de revela efeitos de transicdo de fase em determinadas regiGes,
como observado na sec¢ao [ No contexto da drea de engenharia florestal tal abordagem é
inovadora pois agrega diferentes modelos e permite estudar a evolucao da altura da arvore
em questao em funcao de parametros bioldgicos implicitos nos parametros «; tais como
pluviosidade, qualidade do solo e quantidade de luz.

Existem limitacoes para tal abordagem apresentada. Por exemplo, o modelo de Kozak
¢ um modelo polinomial e ndao pode ser abordado da mesma forma. Outro ponto limitante
¢é que as hiposteses simplificadoras 3 e 4 da secao 2| nao sao condizentes com a realidade: a
pluviosidade é um processo estocastico que interfere na forma e no crescimento da arvore.
Por este motivo, em trabalhos futuros, a modelagem da dindmica das fungoes de taper
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deve incorporar os parametros bioldgicos implicitos e se valer de equacoes diferenciais
estocasticas.
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