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Resumo. Considera-se uma equação diferencial fracionária impulsiva, com impulsos finitos
e retardo, utilizando a derivada ψ-Hilfer. O objetivo é descrever condições suficientes para
que exista e seja única a solução do problema e, pela generalidade da derivada escolhida,
descrever tais condições para uma vasta classe de derivadas que são casos particulares da
derivada ψ−Hilfer. Para a demostração da existência e unicidade da solução são utilizados
os teoremas de ponto fixo de Schauder e de Banach.
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1 Introdução

As equações diferenciais com retardo são aplicadas quando a taxa de variação do estado
em cada instante depende não somente do estado atual, mas sim da história do sistema.
Pode ser notado na regulagem de funções fisiológicas, como o tempo de viagem de um
impulso nervoso ao longo de um axônio, no efeito do uso de drogas quimioterápicas, no
ciclo celular de células cancerosas, entre outros. Paralelamente, quando um fenômeno f́ısico
possui mudanças repentinas em seu estado, cuja duração é insignificante em comparação
com a duração total dos fenômenos e processos estudados, tais mudanças são tratadas como
instantâneas, na forma de impulsos. É abordado em várias áreas da ciência: mecânica,
sistemas biológicos, como batimentos card́ıacos, fluxos sangúıneos e dinâmica populacional,
por exemplo.

Nas últimas décadas as equações diferenciais fracionárias ganharam muita atenção
devido à descrição exata de fenômenos complexos em várias áreas. A vantagem mais
importante do seu uso é sua propriedade não local, o que significa que o próximo estado
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de um sistema depende não apenas de seu estado atual, mas também de todos os seus
estados anteriores.

Em [2], Feckan et al. descrevem condições suficientes para que a solução de um equação
fracionária impulsiva exista e seja única, além da sua estabilidade do tipo Ulam-Hyers,
usando a derivada de Caputo. No presente artigo, o resultado sobre existência e unicidade
é estendido para uma vasta classe de derivadas, através da derivada ψ-Hilfer, cuja derivada
de Caputo é um caso particular.

2 Modelo Fracionário

O objetivo é investigar condições suficientes para a existência e unicidade da solução de
uma equação diferencial fracionária, com retardo e impulsos, usando a derivada fracionária
ψ-Hilfer:



HDα,β;ψ
0+ x(t) = F (t, xt), t ∈ J ′ = (0, T ] \ {t1, t2, . . . , tm}

x(t) = h(t), t ∈ [−λ, 0]

4x(tk) = x(t+k )− x(t−k ) = Ik(x(t−k )), k = 1, 2, . . . ,m

I1−δ
0+ x(0) = y0

(1)

onde λ > 0, T > 0, F : [0, T ] × R2 → R uma função dada, Ik : R → R e h : [−λ, 0] são
cont́ınuas; x(t+k ) = limτ→0+ x(tk + τ), x(t−k ) = limτ→0− x(tk − τ) e tk satisfaz 0 < t1 <
t2 < · · · < tm < tm+1 = T <∞.

Para cada x : [−λ, T ] → R e t ∈ I, denotamos por xt um elemento de PC([−λ, 0],R)
definido por xt(s) = x(t+ s), s ∈ [−λ, 0], e xt(·) representa a história do estado do tempo
t−λ até o tempo t. As funções Ik, que definem a magnitude das perturbações impulsivas,
são as funções impulsivas. Além disso, os impulsos são realizados em momentos fixos
t = tk e finitos, com k = 1, 2, ...,m.

Buscando soluções x(t) que satisfaçam as caracteŕısticas de um sistema de equações
diferenciais impulsivas, devemos lembrar que estas devem apresentar descontinuidades de
primeira espécie. Portanto, buscaremos a existência da solução no espaço de Banach
ponderado por partes PC1−γ;ψ(J,R), J = [0, T ] definido por

PC1−γ;ψ(J,R) =

{
x : (0, T ]→ R ; (ψ(t)− ψ(0))1−δx(t) ∈ C([tk, tk+1],R), k = 0, . . . ,m,
e existemx(t+k ), x(t−k ), com x(tk) = x(t−k ), k = 1, 2, ...,m

}
com norma

‖x‖PC1−δ;ψ = sup
t∈[0,T ]

|(ψ(t)− ψ(0))1−δx(t)|,

onde 0 < δ < 1 e ψ é uma função crescente e monótona positiva sobre (a, b], com a derivada
ψ′ cont́ınua sobre (a, b).
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3 Existência

Usando as propriedades da derivada ψ-Hilfer, introduzida em [1], obtém-se diretamente
os seguintes resultados:

Lema 3.1. Seja α ∈ (0, 1) e F : J × C → R cont́ınua. Uma função x ∈ C(J,R) é uma
solução da equação integral fracionária

x(t) =

[
x0 − Iα;ψ

0+ Fa

(ψ(a)− ψ(0))δ−1

]
(ψ(t)− ψ(0))δ−1 +

1

Γ(α)

∫ t

0
ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1F (s, xs)ds

se, e somente se, x é solução do seguinte problema de Cauchy{
HDα,β;ψ

0+ x(t) = F (t, xt), t ∈ [0, T ]

x(a) = x0, a ∈ (0, T ),

onde Iα;ψ
0+ Fa = Iα;ψ

0+ F (t, xt)|t=a.

Como consequência do Lema 3.1, obtemos a equação integral equivalente ao nosso
Problema de Valor Principal (PVI) (1).

Lema 3.2. Sejam 0 < α < 1 e F : J × Ω→ R Lebesgue mensurável com respeito a t em
J e cont́ınua com respeito a φ em Ω. Uma função x ∈ Ω é uma solução do PVI (1) se, e
somente se, x ∈ Ω é uma solução da equação integral fracionária

x(t) =



h(t), t ∈ [−λ, 0],

y0
Γ(δ)Ψδ(t, 0) + 1

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)F (s, xs)ds, t ∈ (0, t1],[

y0
Γ(δ) +

I1(x(t−1 ))

Ψδ(t1,0)

]
Ψδ(t, 0) + 1

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)F (s, xs)ds, t ∈ (t1, t2],

...
...[

y0
Γ(δ) +

m∑
k=1

Ik(x(t−k ))

Ψδ(tk, 0)

]
Ψδ(t, 0) + 1

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)F (s, xs)ds, t ∈ (tm, T ],

(2)
com Ψδ(t, 0) = (ψ(t)− ψ(0))δ−1 e Nα

ψ (s, t) = ψ′(s)(ψ(t)− ψ(s))α−1.

A partir do Lema 3.2, definimos a função Q, com x ∈ PC1−γ;ψ(J,R), dada por

(Qx)(t) =



y0
Γ(δ)Ψδ(t, 0) + 1

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)F (s, xs)ds, t ∈ (0, t1],[

y0
Γ(δ) +

I1(x(t−1 ))

Ψδ(t1,0)

]
Ψδ(t, 0) + 1

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)F (s, xs)ds, t ∈ (t1, t2],

...
...[

y0
Γ(δ) +

m∑
k=1

Ik(x(t−k ))

Ψδ(tk, 0)

]
Ψδ(t, 0) + 1

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)F (s, xs)ds, t ∈ (tm, T ].

Vamos, agora, introduzir as seguintes hipóteses:
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H1: Existe uma constante q ∈ (0, α) e uma função real m tal que m(·)(ψ′(·))q ∈ L
1
q (J,R)

e |F (t, φ)| ≤ m(t), para quase todo t ∈ J e toda φ ∈ PC1−δ;ψ.

H2: Existe uma constante p ∈ (0, α) e uma função real µ(t) tal que µ(·)(ψ′(·))p ∈ L
1
p (J,R)

e ‖F (t, φ) − F (t, ϕ)‖ ≤ µ(t)‖x1 − x2‖PC1−δ;ψ , para quase todo t ∈ J e toda φ, ϕ ∈
PC1−δ;ψ.

H3: Ik ∈ C(J,R) e leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Então existe uma
constante λ∗ tal que ‖Ik(x(t−k )) − Ik(y(t−k ))‖ ≤ λ∗‖x − y‖PC1−δ;ψ , para cada x, y ∈
Bρ =

{
u ∈ PC1−δ;ψ : ‖u‖PC1−δ;ψ ≤ ρ

}
Teorema 3.1. Admita que H1 vale. Então o PVI (1) possui pelo menos uma solução em
J , desde que

|y0|
Γ(δ)

+

[
mM∗ +

M

Γ(α)

(
1− q
α− q

)1−q
(ψ(T )− ψ(0))α−q

]
(ψ(T )− ψ(0))1−δ ≤ ρ, (3)

onde M =

(∫ T

0
(m(s))

1
qψ′(s)ds

)q
e M∗ = max

1≤k≤m
{|Ik(x(t+k ))| : ‖x‖PC1−δ;ψ ≤ ρ}.

Demonstração. Seja Bρ =
{
u ∈ PC1−γ;ψ(J,R) : ‖u‖PC1−δ;ψ ≤ ρ

}
, um conjunto que é fe-

chado, limitado e convexo em PC1−δ;ψ(J,R). Temos que Q leva Bρ em Bρ, pois

(ψ(t)− ψ(0))1−δ(Qx)(t) =
y0

Γ(δ)
+

∑
t1≤ti≤tk

Ii(x(ti))

ψδ(ti, 0)
+ (ψ(t)− ψ(0))1−δIα,β;ψ

0+ F (t, xt)

é cont́ınua em [tk, tk1], k = 1, . . . ,m. A única continuidade não óbvia vem da função

Iα,β;ψ
0+ F (t, xt). Mas se s2 → s1, então

|Iα,β;ψ
0+ Fs2 − I

α,β;ψ
0+ Fs1 | = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ s1

0

[Nα
ψ (s2, s)−Nα

ψ (s1, s)]ψ
′(t)F (s, xs)ds

+

∫ s2

s1

Nα
ψ (s2, s)ψ

′(s)F (s, xs)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

(∫ s1

0

[Nα
ψ (s2, s)−Nα

ψ (s1, s)]
1

1−qψ′(s)ds

)1−q
(∫ T

0

(m(s))
1
qψ′(s)ds

)q

+ 1
Γ(α)

(∫ s2

s1

[Nα
ψ (s2, s)]

1
1−qψ′(s)ds

)1−q
(∫ T

0

(m(s))
1
qψ′(s)ds

)q

≤ M
Γ(α)

(
1−q
α−q

)1−q [
(ψ(s1)− ψ(0))

α−q
1−q − (ψ(s2)− ψ(0))

α−q
1−q

]
+ 2M

Γ(α)

(
1−q
α−q

)1−q
(ψ(s2)− ψ(s1))

α−q
1−q −→ 0.
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Além disso, para t ∈ (tk, tk+1], k = 0, 1 . . . ,m, temos:

|(ψ(t)− ψ(0))1−δQx(t)| =

∣∣∣∣∣∣ y0Γ(δ) +
∑

t1≤ti≤tk

Ii(x(ti))

ψδ(ti, 0)
+ (ψ(t)− ψ(0))1−δIα;ψ

0+ F (t, xt)

∣∣∣∣∣∣
≤ |y0|

Γ(δ) +mM∗(ψ(T )− ψ(0))1−δ + (ψ(T )−ψ(0))1−δ

Γ(α)

∫ t

0

(ψ(t)− ψ(s))α−1ψ′(s)|F (s, xs)|ds

≤ |y0|
Γ(δ) +

[
mM∗ + M

Γ(α)

(
1−q
α−q

)1−q
(ψ(T )− ψ(0))α−q

]
(ψ(T )− ψ(0))1−δ ≤ ρ.

Portanto, ‖Qx‖PC1−δ;ψ ≤ ρ.

Ademais, Q é cont́ınua. Como (ψ(t)− ψ(0))1−δ [(Qx)(t)− (Qxl)(t)
]

é igual a

k∑
i=1

Ii(x
l(t−i ))− Ii(x(t−i ))

ψδ(tk, 0)
+

(ψ(t)− ψ(0))1−δ

Γ(α)

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)[F (s, xls)− F (s, xs)]ds,

pela continuidade de F em x e de Ik em x(tk), obtemos

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Ii(x
l(t−i ))− Ii(x(t−i ))

ψδ(tk, 0)
+

(ψ(t)− ψ(0))1−δ

Γ(α)

∫ t

0

Nα
ψ (s, t)[F (s, xls)− F (s, xs)]ds

∣∣∣∣∣
≤ (ψ(T )− ψ(0))

k∑
i=1

|Ii(xl(t−i ))− Ii(x(t−i ))|+ (ψ(t)− ψ(0))1−δ

Γ(α)

∫ t

0

Nα
ψ (s, t)|F (s, xls)− F (s, xs)|ds

≤ (ψ(T )− ψ(0))

k∑
i=1

|Ii(xl(t−i ))− Ii(x(t−i ))|+ (ψ(t)− ψ(0))1−δ+α

Γ(α+ 1)
sup
t∈J
|F (s, xls)− F (s, xs)| −→ 0,

quando l→∞. Assim, ‖Qx−Qxl‖PC1−δ;ψ → 0, de onde conclúımos que Q é cont́ınua em
PC1−δ;ψ.

Por fim, vamos mostrar que o conjunto QBρ = {Qx : [0, T ] → R; x ∈ Bρ} é equi-
cont́ınuo em (0, T ]. De fato, para k = 0, 1, . . . ,m, se a ∈ (tk, tk+1) e t → a então

|(Qx)(a)− (Qx)(t)| ≤

∣∣∣∣∣ y0Γ(δ) +
k∑
i=1

Ii(x(t−i ))

ψδ(tk, 0)

∣∣∣∣∣ ∣∣ψδ(a, 0)− ψδ(t, 0)
∣∣+ |Iα;ψ

0+ Ft − Iα;ψ
0+ Fa|.

Decorre da continuidade de ψδ(t, 0) em t ∈ (0, T ] que
∣∣ψδ(a, 0)− ψδ(t, 0)

∣∣→ 0, quando

t → a; por outro lado, vimos que |Iα;ψ
0+ Ft − Iα;ψ

0+ Fa| → 0, quando t → a. Portanto,
|(Qx)(a) − (Qx)(t)| → 0, qualquer que seja Qx ∈ QBρ, que é equicont́ınuo em (tk, tk+1),
k = 0, 1, . . .m.

Além disso, o conjunto QBρ(t) = {u(t);u ∈ QBρ} ⊂ Bρ é uniformemente limitado.
Com isso, fixado t0 ∈ (tk, tk+1] e tomando a sequência un(t) ∈ QBρ(t), obtemos
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|un(t0)| =

∣∣∣∣∣
(

y0
Γ(δ) +

k∑
i=1

Ii(x(t−i ))

ψδ(tk, 0)

)
ψδ(t0, 0) + Iα;ψ

0+ Ft0

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ y0Γ(δ) +
k∑
i=1

Ii(x(t−i ))

ψδ(tk, 0)

∣∣∣∣∣ψδ(t0, 0) + 1
Γ(α)

(∫ t0

0
(ψ(t0)− ψ(s))

α−1
1−q ψ′(s)ds

)1−q
M

≤

∣∣∣∣∣ y0Γ(δ) +

k∑
i=1

Ii(x(t−i ))

ψδ(tk, 0)

∣∣∣∣∣ψδ(t0, 0) + M
Γ(α)

(
1−q
α−q

)1−q
(ψ(T )− ψ(0))α−q = K,

onde K é uma constante que depende apenas do t0 fixado, e não do ı́ndice n ∈ N. Logo,
(un(t0)) é uma sequência limitada de números reais, possuindo uma subsequência con-
vergente. Portanto, QBρ(t) é relativamente compacto. Analogamente, mostra-se que
QBρ(t

+
k ) e QBρ(t

−
k ) são relativamente compactos, com k = 1, 2, . . . ,m.

Pelo teorema de Arzelà-Ascoli para PC1−δ;ψ, adaptado de [3], conclúımos que QBρ é
relativamente compacto em PC1−δ;ψ, de onde segue que Q : Bρ → Bρ é completamente
cont́ınua e, assim, compacta. Pelo teorema do ponto fixo de Schauder, Q possui um ponto
fixo, o qual é solução do PVI (1).

4 Unicidade

Teorema 4.1. Admita que H1, H2 e H3 valem. Então o PVI (1) possui uma única
solução em J , desde que a desigualdade (3) e a desigualdade

c =
(ψ(T )− ψ(0))1−δ + α−p

1−p
Γ(α)

u∗ + λ∗m(ψ(T )− ψ(0))1−δ < 1

valem, onde u∗ =

(∫ T

0
(µ(s))

1
γ ds

)γ
.

Demonstração. Vamos usar o teorema do prinćıpio de contração de Banach para mostrar
que Q : Bρ → Bρ possui um único ponto fixo.

Com efeito, sejam x1, x2 ∈ Bρ. Pela hipótese H2, temos que∫ t

0
Nα
ψ (s, t)|F (s, x1

s)− F (s, x2
s)|ds ≤

∫ t

0
Nα
ψ (s, t)u(t)‖x1 − x2‖PC1−δ;ψds

≤ ‖x1 − x2‖PC1−δ;ψ

(
1−p
α−p

)1−p
u∗(ψ(t)− ψ(0))

α−p
1−p .

Agora, pela hipótese 3, temos que

∑
t1≤ti≤t

|Ii(x1(t−i ))− Ii(x2(t−i ))|(ψ(ti)−ψ(0))1−δ ≤ (ψ(T )−ψ(0))1−δmλ∗‖x1 − x2‖PC1−δ;ψ .
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Assim, podemos escrever

‖Qx1 −Qx2‖PC1−δ;ψ ≤
(

(ψ(T )−ψ(0))1−δ+α−p
1−p

Γ(α) u∗ + λ∗m(ψ(T )− ψ(0))1−δ
)
‖x1 − x2‖PC1−δ;ψ

≤ c‖x1 − x2‖PC1−δ;ψ ,

com c < 1. Portanto, Q é uma contração e, pelo teorema de Banach, o ponto fixo de Q é
único. Consequentemente, o PVI (1) possui solução única.

5 Conclusões

Apresentamos condições necessárias para que o PVI (1) tenha uma única solução.
Com isso, expandimos este resultado para uma vasta classe de derivadas, que são casos
particulares da derivada ψ-Hilfer. Em particular, tomando ψ(x) = x e fazendo β → 1,
obtemos a derivada de Caputo e recuperamos o resultado apresentado em [2].
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