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Resumo. Considera-se uma equagao diferencial fracionaria impulsiva, com impulsos finitos
e retardo, utilizando a derivada -Hilfer. O objetivo é descrever condigoes suficientes para
que exista e seja Unica a solugao do problema e, pela generalidade da derivada escolhida,
descrever tais condi¢bes para uma vasta classe de derivadas que sao casos particulares da
derivada @ —Hilfer. Para a demostracao da existéncia e unicidade da solugao sao utilizados
os teoremas de ponto fixo de Schauder e de Banach.
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1 Introducao

As equacoes diferenciais com retardo sao aplicadas quando a taxa de variacao do estado
em cada instante depende nao somente do estado atual, mas sim da histéria do sistema.
Pode ser notado na regulagem de fungoes fisioldgicas, como o tempo de viagem de um
impulso nervoso ao longo de um axoénio, no efeito do uso de drogas quimioterdpicas, no
ciclo celular de células cancerosas, entre outros. Paralelamente, quando um fendémeno fisico
possui mudangas repentinas em seu estado, cuja duracao ¢ insignificante em comparagao
com a duragao total dos fendmenos e processos estudados, tais mudancas sao tratadas como
instantaneas, na forma de impulsos. E abordado em vérias dreas da ciéncia: mecanica,
sistemas biolégicos, como batimentos cardiacos, fluxos sanguineos e dinamica populacional,
por exemplo.

Nas dltimas décadas as equagoes diferenciais fracionarias ganharam muita atengao
devido a descricao exata de fenémenos complexos em vérias areas. A vantagem mais
importante do seu uso ¢é sua propriedade nao local, o que significa que o préximo estado
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de um sistema depende nao apenas de seu estado atual, mas também de todos os seus
estados anteriores.

Em [2], Feckan et al. descrevem condigoes suficientes para que a solugao de um equagao
fracionaria impulsiva exista e seja Unica, além da sua estabilidade do tipo Ulam-Hyers,
usando a derivada de Caputo. No presente artigo, o resultado sobre existéncia e unicidade
¢é estendido para uma vasta classe de derivadas, através da derivada v-Hilfer, cuja derivada
de Caputo é um caso particular.

2 Modelo Fracionario

O objetivo ¢é investigar condigoes suficientes para a existéncia e unicidade da solucao de
uma equacao diferencial fraciondria, com retardo e impulsos, usando a derivada fracionaria

1-Hilfer:

Hpe B (t) = F(t,2y), teJ =(0,T)\ {ti, ta,... tm}
z(t) = h(t), te[-A,0]
Nxty) = z(tf) — 2(ty) = L(z(ty)), k=1,2,...,m

4

onde A > 0, T > 0, F : [0,7] x R?> = R uma fungao dada, Iy : R — R e h : [, 0] sdo
continuas; x(t;) = lim, o+ z(tx + 7), 2(t;) = lim, ,o- z(tx — 7) e & satisfaz 0 < ¢; <
t2<"'<tm<tm+1:T<OO.

Para cada x : [-\,T] - R e t € I, denotamos por x; um elemento de PC([—A,0],R)
definido por z:(s) = z(t +s),s € [\, 0], e x¢(-) representa a histéria do estado do tempo
t— X até o tempo t. As fungoes I, que definem a magnitude das perturbagoes impulsivas,
sdo as funcgoes impulsivas. Além disso, os impulsos sdo realizados em momentos fixos
t =ty e finitos, com k =1,2,...,m.

Buscando solugoes z(t) que satisfacam as caracteristicas de um sistema de equagoes
diferenciais impulsivas, devemos lembrar que estas devem apresentar descontinuidades de
primeira espécie. Portanto, buscaremos a existéncia da solucdo no espaco de Banach
ponderado por partes PC1_.y(J,R), J = [0,T] definido por

z:(0,T] = R; ((t) — (0)0z(t) € C([ty, txr1],R), k=0,...,m, }

PO B = L G a(). (1), oom i) o). = 2 o

com norma

|zl pcy s = sup |((8) = 4(0)~x(?)],

te€[0,T]

onde 0 < § < 1 e é uma fungao crescente e monétona positiva sobre (a, b], com a derivada
Y’ continua sobre (a,b).
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3 Existéncia
Usando as propriedades da derivada i-Hilfer, introduzida em [1], obtém-se diretamente
os seguintes resultados:

Lema 3.1. Seja o € (0,1) e F': J x C — R continua. Uma funcio x € C(J,R) é uma
solucao da equacgao integral fraciondria

R g
o= [(wa) —p()

se, e somente se, x € solucao do sequinte problema de Cauchy
Hpo B (t) = F(t,2), t€[0,T]
x(a) = o, ac(0,T),

(W) = ()" + F(la)/o W (8)(W(t) = () F (s, 25)ds

onde Igf’Fa = IgjﬁbF(t, Tt)|t=a-
Como consequéncia do Lema 3.1, obtemos a equacao integral equivalente ao nosso

Problema de Valor Principal (PVI) (1).

Lema 3.2. Sejam 0 < a <1 e F:J xQ — R Lebesgue mensurdvel com respeito a t em
J e continua com respeito a ¢ em Q. Uma funcao x € Q € uma solugao do PVI (1) se, e
somente se, x € ) € uma solugdo da equagdo integral fraciondria

h(t), te[-)0],
%\115@ 0) F(a)/ Ny (s, t)F(s,z5)ds, t € (0,t],
[ N(z(ty))
o) = |[To v )}‘I’é”’ /szst (s, 25)ds, te (th, ta),
Ff Z 7| tk, v (t,0) / Ny (s, t)F(s,z5)ds, t€ (ty,T],
\
(2)
com W (,0) = (d(t) —(0)°~" e Ni(s,t) = ¢/ (s) (9 (t) — 9(s))* "
A partir do Lema 3.2, definimos a funcao @, com = € PCi_+.;(J,R), dada por
F( ) + F(lot / Nﬂ) 8y t 8 .%'s)d le (07t1]7
_ yo \Ifé(tl 0)) WI(,0) + o )/ N¢ s,t)F(s,x5)ds, t € (t1,ta],

= T(z(ty)
re) \Iﬂs(tkao)

t
W(t,0) + F(a)/o N3 (s,t)F(s,x5)ds, t € (tm,T).

Vamos, agora, introduzir as seguintes hipoteses:
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H1: Existe uma constante ¢ € (0, «) e uma fungao real m tal que m(-)(¢'(+))? € L%(J, R)
e |F(t,¢)| < mf(t), para quase todo ¢t € J e toda ¢ € PC_s.y.

H2: Existe uma constante p € (0, @) e uma funcao real u(t) tal que u(-)(¢'(+))P € L (J,R)
e [|F(t,¢) — F(t, )|l < pu(t)|lz' — 2*||pc,_s,,, para quase todo ¢ € J e toda ¢, ¢ €
POl_g;d,.

H3: I, € C(J,R) e leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Entao existe uma
constante A" tal que [ I(z(t;)) — Iu(y(tp )l < Az — yllpc, ., para cada 2,y €
By = {u € PCisy : llulpc, s, < p}

Teorema 3.1. Admita que Hy vale. Entao o PVI (1) possui pelo menos uma solugao em
J, desde que

Yol

rE)

a—q

1—¢
i (a2h) ) =) ) w0 < 6)

T 1 q
onde M = [ ()t 0/(9)ds) e M* = max (el [ellrer . < ).

1<k<m

Demonstragio. Seja B, = {u € PCy_yy(J,R) : [lullpc,_5,, < p}, um conjunto que é fe-
chado, limitado e convexo em PC;_s.4(J,R). Temos que @ leva B, em B,, pois

(0(0) = wO) Q)0 = o+ Y m () — $(0) TSR (L )

11 <t; <ty

é continua em [tx,tx1], K = 1,...,m. A tnica continuidade nao ébvia vem da fungao
IS‘J’FE;’Z}F(t, xt). Mas se so — s1, entdo

S1

\Igf;d’Fs — Igf;wFSl\ = ﬁ [N§ (s2,5) — Ng (s1, 8)|Y' (t)F(s,ws)ds

2

+ /52 Ng(SQ, s)'(s)F(s,xs)ds
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Além disso, para t € (tg,tg11], K =0,1...,m, temos:

(W (t) = (0)' ~°Qu(t)| = + (W(t) = (0) I (t @)

IA
=

Bk 4 M (0(T) = 6(0))' =+ SO [ 5(0) —5)) 0! 0)| (s, s

0

IA
5

g+ [mare 4+ i (220) () = w0y o) - w0y <.

Portanto, ||Qz[ pc,_;, < p.
Ademais, Q é continua. Como (¢(t) — 1(0))'~° [(Qz)(t) — (Qz!)(t)] é igual a

LG — L) 0 = w0 [, l
; tk,o> T T /0Nw“’t)[F(%)—F<s>xs>1ds,

pela continuidade de F' em z e de I em z(tx), obtemos

ML) = (et _ 1-6 ot
; Ii( (tiﬁl)(tk’l(;)( (t;)) i (¥(t) F(li()o)) /0 N&f(s,t)[F(s,mls) — F(s,x,)|ds

—w) N
T(a) /ONw(s,t)|F(s,zS) F(s,z)|d

IN
—
<
—~
3
\
=
(=}
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quando [ — co. Assim, ||Qz — Qlepcl_w — 0, de onde concluimos que @ é continua em
PCl_g;w.

Por fim, vamos mostrar que o conjunto @B, = {Qz : [0,T] — R; z € B,} é equi-
continuo em (0,7]. De fato, para k= 0,1,.. m, se a € (tg,txr1) € t — a entao

(Qa)(a) — (Qu)(1)] < Z P tk

Decorre da continuidade de w‘s(t 0) em t € (0,7) que ‘w‘;(a, 0) — ¥(t, 0)‘ — 0, quando
t — a; por outro lado, vimos que |7 YE, — ISZ’FwFa| — 0, quando t — a. Portanto,
(Qx)(a) — (va)( )| = 0, qualquer que seja Qx € QB,, que é equicontinuo em (tx, tj11),
k=0,1,.

Além dlSSO, o conjunto QB,(t) = {u(t);u € QB,} C B, é uniformemente limitado.
Com isso, fixado ty € (g, tr+1] € tomando a sequéncia u,(t) € QB,(t), obtemos

W — O (t,0)| + | IV Fy — I3V Fl.
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Ly x(t. .
lun(to)| = (3{3) + Z M) ¥ (to, 0) + I§Y F,

k (x(t to a1 1—q
< %+;M ¥ (t0,0) + iy </0 (@z;(to)—w(s))ww'(s)dS) M
k (T L
< i M W (10, 0) + 245 (220)™ ((r) — () = K,

onde K é uma constante que depende apenas do % fixado, e ndo do indice n € N. Logo,
(un(tp)) é uma sequéncia limitada de ndmeros reais, possuindo uma subsequéncia con-
vergente. Portanto, QB,(t) é relativamente compacto. Analogamente, mostra-se que
QB,(t)) e @B,(t; ) sao relativamente compactos, com k = 1,2,...,m.

Pelo teorema de Arzela-Ascoli para PCi_s.y, adaptado de [3], concluimos que QB,, é
relativamente compacto em PCi_s,y, de onde segue que @) : B, — B, é completamente
continua e, assim, compacta. Pelo teorema do ponto fixo de Schauder, () possui um ponto
fixo, o qual é solucao do PVI (1). O

4 Unicidade

Teorema 4.1. Admita que Hy, Hy e Hs valem. FEntao o PVI (1) possui uma inica
solugao em J, desde que a desigualdade (3) e a desigualdade

— 1-6 4 a=p
WD) SR ) — b <1

S~—
~—
2=
s
Va)
N———
2

T
valem, onde u* = </ (u(s
0

Demonstragao. Vamos usar o teorema do principio de contracao de Banach para mostrar
que @) : B, — B, possui um tinico ponto fixo.
Com efeito, sejam z', 2% € B,. Pela hipétese Hs, temos que

t t
/0Ng(s,t)|F(s,x;)—F(S,mg)\ds < /ONg(S,t)U(t)||$1—fC2HP01M,dS

< et = e, (35) vt —u) .

Agora, pela hipétese 3, temos que

Yo (1)) = L2 ()| (w(t) = $(0)' 7 < ((T) =9 (0))' " mA |a! = 2®|pe, -

t1<t; <t
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7
Assim, podemos escrever
Q' — Qe ,, < ((“T)wﬁlii_””u* A m((T) - w<o>>1-5) o = 2l pe,
< cllz' = 2?|lpoy_s.,

com ¢ < 1. Portanto, () é uma contracao e, pelo teorema de Banach, o ponto fixo de ) é
unico. Consequentemente, o PVI (1) possui solu¢ao unica. ]

5 Conclusoes

Apresentamos condigoes necessdrias para que o PVI (1) tenha uma tnica solugao.
Com isso, expandimos este resultado para uma vasta classe de derivadas, que sao casos
particulares da derivada t-Hilfer. Em particular, tomando ¢(z) = z e fazendo 5 — 1,
obtemos a derivada de Caputo e recuperamos o resultado apresentado em [2].
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