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Resumo.

Solugdes analiticas para um conjunto de problemas envolvendo o fluxo subterraneo podem ser
calculadas por meio do método de elementos analiticos (MEA). A possibilidade de combinar
a fungao potencial em uma tUnica expressao matematica torna o MEA atrativo, pois permite
considerar problemas envolvendo aquiferos confinados, nao confinados ou a combinagao de
ambos em uma mesma equacao. Neste artigo, o método de elementos analiticos foi utilizado
para obter a solucao do fluxo subterraneo sob a acdo conjunta de pocos de bombeamento e
inje¢do. O cddigo computacional, baseado em uma biblioteca de computagao cientifica, foi
formulado para permitir a utilizacao de dados aleatérios para as vazoes, posicoes e raios dos
pogos e pode ser utilizado para avaliacao de diversos cenérios envolvendo o fluxo para pogos.
Os resultados computacionais ilustram alguns cendrios envolvendo o fluxo uniforme e os
pocos. Estes englobam a influéncia do fluxo uniforme na configuracao das linhas potenciais
e de corrente, a utilizacdo da teoria das imagens para tratar a presenca da fronteira fisica
com carga constante e o calculo da carga hidréulica.

Palavras-chave Fluxo Subterraneo, Principio da Superposi¢ao, Python Cientifico.

1 Introducao

O método de elementos analiticos (MEA) foi desenvolvido por Otto Strack para
modelar a interacao entre o fluxo subterraneo e o canal Tennessee-Tombigbee (1976) [7].
Segundo Strack, [7], o modelo foi construido para reproduzir tanto o fluxo regional quanto
o fluxo local devido ao funcionamento de um conjunto de pocos. O método tém sido
usado com sucesso em projetos conforme ilustrado em [7], [11] e pode ser visto como uma
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alternativa aos métodos de diferencgas finitas e elementos finitos na modelagem do fluxo
subterraneo [1].

As principais referéncias da literatura sobre o assunto sao [8], [9] e [10]. Os principais
conceitos e avangos na teoria do método de elementos analiticos sao discutidos em [7]
e [11]. No Brasil, o método é pouco difundido e seus principais estudos foram analisados
em [7] e [2]. Discussoes e aplicagoes adicionais podem ser encontradas em [6] e [4].

O método dos elementos analiticos (MEA) é um método computacional caracterizado
pela discretizacao das componentes do sistema tais como: o fluxo uniforme, pogos, rios,
nao homogeneidades, fraturas, etc. E um método livre de malha e nao sofre dos problemas
associados as discretizacoes dos dominios, tais como, o método de diferencas finitas ou o
método de elementos finitos. O foco é a discretizacdo das componentes do sistema de
forma que a solucao geral é obtida pela superposicao das solugoes.

Nessa metodologia de resolugao, cada componente eleva a complexidade da solucao.
Problemas envolvendo o fluxo para pocos em aquiferos homogéneos e isotropicos podem
ser resolvidos por meio da aplicagao da superposicao e da teoria das imagens. No entanto,
problemas mais complexos envolvendo a presenca de inomogeneidades, fraturas, barreiras
fisicas no interior do dominio ou a combinacdo de vérias caracteristicas em um mesmo
dominio requerem um método iterativo ou solugao de um sistema linear para o céalculo da
solugao analitica. As referéncias [1], [6] e [4] fornecem detalhes adicionais.

Neste artigo, o objetivo é a aplicagdo do método dos elementos analiticos para obter
a funcao potencial ® e da funcao de corrente ¥ devido ao funcionamento de um conjunto
finito de pocgos com localizacoes, vazoes e raios aleatoriamente escolhidos. A funcao po-
tencial ® fornece a distribuicao de cargas hidraulicas ¢ sobre o dominio computacional
tanto em aquifero confinado quanto em aquifero livre ou combinacao de ambos. Por sua
vez, a funcao ¢ possibilita a obtencao do rebaixamento do nivel potencial devido o fun-
cionamento de um conjunto de pocos de bombeamento, o incremento devido a presenca
de pocos de injecao ou dreas de infiltragao e, ainda, o correspondente campo de velocida-
des das aguas subterraneas. Complementando o cenario, a funcao ¥ fornece as linhas de
corrente, ortogonais as isolinhas de potencial.

1.1 Modelo matematico

A equagao governante para o fluxo bidimensional de aguas subterraneas, escrita em
termos do potencial de descarga ® = ®(x,y), para um aquifero isotrépico e homogéneo é
dada por:

0’d 9’0 0

0
St r = (@) + (@) =0, (1)

sendo (Qy,Qy) = (—0®/0x, —0P/0y) = (—P,, —P,) o vetor de descarga potencial. Em
ambos os casos, aquiferos confinado e nao confinado, sao tratados pela mesma equagao.
A hipétese de Dupuit-Forchheimer e detalhes adicionais para obtengao da equagao (1) sdo
discutidos em [10].

A funcao de corrente, ¥ = ¥(z,y) possui o gradiente ortogonal ao gradiente de ® e
fornece a direcao preferencial do fluxo de dguas subterraneas. Essas fungoes ® e ¥ sao
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relacionadas pelas seguintes Fquagoes de Cauchy-Riemman:
od oV o> oV )

or Oy’ dy Oz’

Assim, o potencial de descarga ®, que é a solucao da equacio (1), relaciona-se com a
) ) 3 )
carga hidraulica ¢ por meio das expressoes:

@

1
(I):7K¢2+Cunconfv se¢<H, (3)

®=KHo¢+ Ceony, se ¢ > H 5

em que H ¢ a espessura do aquifero, K a condutividade hidraulica, Ceonf € Cypcons a0
constantes. A base do aquifero foi tomada como sendo o nivel de referéncia. A utilizagao
da equacao (3) permite tratar tanto aquiferos confinados, nao confinados ou a combinagao
de ambos. Uma discussao detalhada é apresentada em [10].

1.2 O principio da superposicao

Devido a linearidade da equagao (1), o Principio da Superposigao pode ser aplicado.
Portanto, se ®; é solucdo da equacao (1) e ¥; é a respectiva funcao de corrente para

i1=1,---,N, entao:
N N
@:Z@i e \I/:Z\I/Z- (4)
i=1 i=1

s@o, respectivamente, solu¢ao de (1) e a fungao de corrente, obtida da equagao (2).
O potencial constante @, o potencial de fluxo uniforme ®,,,; e o potencial do poco ®,,
sao elementos analiticos elementares. As funcoes ® e respectivas fungoes ¥ sao dados por:

@u:—on-a:—Qyo'y \Iju:_on‘y+Qyo'$
Y (5)
d, = % In ((J: — )%+ (y — yw)2) +Cp Yy = % arctan (H)

em que Qg Qy,, Cw sdo constantes, @ e (Zy,Yyw) 530, respectivamente, a vazao e a
localizacdo do pogo. Detalhes adicionais e algumas aplicagoes sdo apresentados em [10].

Para problemas envolvendo fronteiras de Dirichlet, o método das imagens, que é base-
ado na superposigao e na simetria de localizacao [10], deve ser considerado. Por exemplo,
se um pogo de bombeamento estd localizado em (—d,0) e (0,y) ¢é a fronteira de Dirichlet
com carga hidraulica constante ®g, entao a funcao

Q Q
¢=_—In((z+ d)? + (y = yw)?) — 7= n((z = d)* + (y — yw)?) + Do (6)

T 4
¢é a solucdo da equacao de Laplace satisfazendo a condicao de contorno; ® representa o
potencial de um poco de bombeamento e de um poco de inje¢ao, com localizacoes simétricas

em relacao a reta x = 0 e vazoes +@Q e —(@), respectivamente.
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2 A Implementacao Computacional

Os problemas aqui estudados constituem-se, basicamente, de um conjunto finito de
pogos de bombeamento ou inje¢ao com vazoes distintas. As posigoes, (T, , Yuw, ), as vazoes,
Qi, e os raios dos pogos, 7y, foram gerados aleatoriamente conforme as seguintes consi-
deracoes:

e Numero de pocos: sao valores inteiros kq, ko tais que k1 + ko = NN represente a
quantidade de pocos no dominio computacional.

e Coordenadas ([m]): as coordenadas (24, ) sa0 aleatérias por meio da funcéo randint
de NumPy [12]. Um intervalo de variacao [a, b] foi estabelecido para cada uma das
coordenadas.

e Vazdes ([m3/d]): gerar ki vazdes aleatérias em um intervalo especificado [c,d],
¢, d> 0 e ko vazoes aleatérias em um intervalo [—d, —c].

e Concatenagao: obter uma lista de coordenadas dos pogos e uma lista de vazoes.

e Raios dos pogos ([m]): gerar os raios dos pogos em um intervalo [ri,r2], com
0 < ry,re << 1 e distribui¢do uniforme.

e Dados adicionais: K[m/d], Qu,,Qye[m?/d] e ®o[m] sdo arbitrarios, mas nio sio
aleatorios.

As consideragoes e discusstes para o calculo da carga hidrdulica ¢ pode ser encontrado
m [10]. O cédigo computacional foi desenvolvido utilizando linguagem Python por meio
do sistema SciPy, [5], cujos componentes englobam as bibliotecas NumPy, [12], e Matplotlib

[3].
3 Resultados e Discussao

As solucoes de elementos analiticos para um conjunto de N pogos em campo uniforme,
calculadas por meio das expressoes (4), (5) e (6), sdo dadas por:

N N N N
D = Dy + Z ®; + Z (I)imagi +C U =W, + Z v; + Z \Ilimagi (7)
=1 =1 =1 =1

em que P49, = 0 se nao hd fronteira de Dirichlet.

3.1 Problema 01

Considere o fluxo uniforme e um conjunto de N = 9 pogos em operagao em um
dominio infinito. Os principais parametros sao: ki = 6, ko = 3, [a,b] = [5000; 13000],
[e,d] = [100;300], [r1,72] = [0,1;0,2] e &9 = ®(0,0) = 100m. Nesse caso, dois cendrios
de potencial de fluxo uniforme ®,,,; foram considerados: o primeiro adota @z, = 0,0 e
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Qy, = 0,0 (Figura 1(a)), enquanto que o segundo adota @, = 0,1 e @y, = 0,005 (Figura
1(b)).

As fungdes ® e U sao dadas pelas expressoes em (7) com ®jpqq = 0. Os resultados da
sobreposicao das isolinhas das fungdes ® e ¥ sao apresentados nas Figuras 1(a) e 1(b).

A Figura 1(a), mostra o efeito da operagdo dos pocos em um dominio com potencial
uniforme nulo ®,,; = 0. Neste caso, toda a dgua injetada é captura pelo bombeamento
conforme pode ser observado nas linhas de corrente saindo dos pocos de injecao para
os pogos de bombeamento. A anilise das linhas de corrente mostra que um poco de
bombeamento captura dgua somente do aquifero, enquanto que a vazao dos demais pocos
é uma composicao entre a dgua proveniente dos pogos de injecao e do aquifero.

Por sua vez, a Figura 1(b) apresenta o efeito do potencial de fluxo uniforme nao nulo
sobre a operacao dos pocos. A presenca do potencial ndo nulo afeta drasticamente o
cendrio das linhas potenciais e de corrente. Diferentemente do cendrio anterior, o fluxo
uniforme abastece a maioria dos pocos. Devido a localizacao dos pocos de injecao, a dgua
proveniente da injegao é parcialmente capturada e o restante é disponibilizada ao aquifero.

W
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T (‘Rﬁi\\*
/////( \ \\\
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(a) Campo uniforme @z, = @y, = 0. (b) Campo uniforme Q,, = 0,1 e Q,, = 0, 05.

Figura 1: Isolinhas das solugoes ® e ¥ para um conjunto de N pogos em dominio com potencial
uniforme.

3.2 Problema 02

Considere o fluxo uniforme com @, = 0,1 e Qy, = 0,0 e um conjunto de N = 9
pogos em operacao em um dominio com um rio de carga constante ®g em xy = 5000. Os
dados sao: k; = 6, k2 = 3, [a, b] = [2200;5000], [c, d] = [100;300], [r1,72] = [0,1;0,2] com
distribuigao uniforme e ®5 = ®(0,y) = 100 e K = 0,0001, H = 20.

Analogamente ao caso anterior, as fungoes ® e ¥ sao dadas pelas expressoes (7) com
@imag; 7 0. A Figura 2(a) apresenta os resultados da sobreposicao das isolinhas das
funcoes ® e ¥, enquanto que 2(b) apresenta a sobreposicao das isolinhas de ¥ com as
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isolinhas da fungao ¢, obtida pela utilizagdo da equagao (3). Note que hé similaridade
entre as figuras pois o fluxo é confinado.

A anélise do cendrio da Figura 2(a), mostra que parte da dgua injetada é captura pelo
bombeamento, enquanto o restante é transmitida ao rio, representada pela fronteira de
Dirichlet z = 5000. Por sua vez, o rio abastece parcialmente o poco de bombeamento mais
a direita e os demais pogos de bombeamento sdo abastecidos pelo aquifero e pelos pocos
de injegao.

N [\
=

4000 E

= S R
@
&=

1 s : : ; Ssagum " :
92 00 2500 3000 3500 4000 4500 5000 00 2500 3000 3500 4000 4500 5000
X X
(a) Campo uniforme Qu, 7# 0,Qy, = 0. (b) Carga hidraulica ¢.

Figura 2: Isolinhas das solugoes ®, ¢ e ¥ para um conjunto de N pocos em dominio com potencial
uniforme e fronteira de Dirichlet.

4 Conclusoes

O método de elementos analiticos possibilitou o célculo das solugoes analiticas de um
aquifero sob o efeito da operagao de um conjunto de pocos de bombeamento e injecdo. A
inclusao da aleatoriedade das posigoes, das vazoes e dos raios dos pogos permitiu avaliar
cenarios mais complexos e permite explorar diversas configuracoes de cenarios para pogos
de bombeamento e injecao. Além disso, fornece a capacidade de explorar as influéncias do
fluxo uniforme com componentes apenas na direcao x, apenas na dire¢do y ou em ambas as
diregbes. A possibilidade de utilizar a teoria das imagens permite resolver problemas com
fronteiras de Dirichlet e adiciona uma outra possibilidade de cendrio. O cédigo permite a
exploragao de uma vasta gama de cendrios, pode ser estendido diretamente para explorar
a presenca de barreiras fisicas, a combinacao entre barreira fisica e fronteira de carga
constante e nao estd restrito a quantidade de pocos no dominio computacional.
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