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Resumo. Neste artigo, consideramos a classe de chavamentos dwell-time e apresentamos
uma extensao do principio de invariancia de LaSalle para a classe de sistemas nao lineares
positivos. Nesta extensao, a funcao auxiliar V', a qual desempenha a mesma tarefa que a
funcao de Lyapunov, nao é necessariamente positiva e sua derivada ao longo das solugoes
positivas pode assumir valores positivos em alguns conjuntos. Por esta razao, podemos obter
estimativas do atrator e da respectiva area de atragao para aqueles sistemas que ainda nao
possuem uma funcao de Lyapunov. Um sistema do tipo presa predador é considerado para
mostrar a efetividade do resultado principal.
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1 Introducao

Muitos sistemas dinamicos que modelam problemas praticos de diferentes areas da
ciéncia e engenharia sao positivos, isto é, suas trajetorias permanecem nao negativas sem-
pre que a condigao inicial é nao negativa. Por esta razao, esta classe de sistemas tem
atraido a atencao de muitos pesquisadores e, consequentemente, a teoria de estabilidade
tem sido significativamente desenvolvida nesta iltima década.

Uma revisao sobre sistemas positivos e sua estabilidade pode ser encontrada em [1,8,9].
Nos artigos [1,3,9], algumas propriedades do campo vetorial, como por exemplo, coopera-
tividade, concavidade e homogeneidade sao exploradas para obter condicoes necessarias e
suficientes para a estabilidade da classe de sistemas positivos. Alguns resultados de [1,3,7]
utilizam o método de Lyapunov para analisar a solucdo para esta mesma classe de sis-
tema. Uma propriedade chave destes resultados é que a derivada da funcao de Lyapunov
somente deve ser negativa no conjunto R’} = {x e R" : ; >0, 1 < i < n}. Apesar
destes importantes avangos, condi¢bes menos conservativas que as apresentadas em [7]
podem ser obtidas considerando a extensdo do principio de invaridncia de LaSalle. A
extensao do principio de invariancia foi primeiramente obtida para equacoes diferenciais
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ordindrias [12] e depois foi desenvolvida para sistemas discretos [2], sistemas periédicos [4]
e sistemas chaveados [14]. A principal vantagem dessas extensoes é que a derivada da
funcao auxiliar pode assumir valores positivos em conjuntos limitados, relaxando a su-
posicao sobre a funcao de Lyapunov. Mais ainda, explorando essas extensoes podemos
obter estimativas do atrator e da drea de atracao, que sao uniformes com respeito a lei de
chaveamento, incluindo aqueles sistemas que ndo admitem fun¢do de Lyapunov.

Neste artigo, propomos uma extensao do principio de invariancia para uma classe geral
de sistemas nao lineares positivos. A principal caracteristica desta extensao é que a funcao
escalar auxiliar nao precisa ser positiva definida e o conjunto onde sua derivada é positiva
deve ser limitado somente em R'}.

No decorrer do texto consideramos int(R%}) = {z € R" : o; > 0, 1 < i < n} e
Bd(R%}) =R} —int(R?).

2 Preliminares

Considere o sistema dinamico autonomo nao linear:

#(t) = f(x(t)) (1)

onde z € R" e f é uma funcdo de classe C'. A solucdo de (1) com condicdo inicial
x(tg) = xo serd denotada por ¢(t, xp).

Definicao 2.1. Seja ¢(t,z9) a solu¢do de (1) com condi¢ao inicial x(ty) = xo para todo
t > 0. O conjunto w—limite de xg € o conjunto:

wh(zo) = {p € R" : 3{t,} com t,, — 00 quando n — oo tal que (tn, o) — D}
Em [10] foi demonstrado o seguinte resultado a respeito das propriedades dos conjuntos

limite.

Proposigao 2.1. Se a solugdo ¢(t,zo) de (1) é limitada para todo t > 0, entio w™(zo)
é um conjunto nao-vazio, compacto, conezxo e invariante. Mais ainda, o(t,xo) € atraida
para w™ (xg), isto €

lim dist(p(t, z0),w ™ (z0)) = 0.

t—00

Considere as fungoes de classe C1, V,c : R* — R tais que —VV(z).f(z) > c(x),

para todo x € R" e defina o conjunto A = {x € R" : ¢(z) < 0}. Pelos resultados
provados em [12], podemos dizer que, se existe um ndmero real | := sup,4 V (x) tal que
Q= {x € R": V(z) <} é limitado, entdo toda solugdo limitada ¢(t,xq) de (1) é atraida
para B, em que B é o maior conjunto invariante em {z € R" : VV(x).f(x) = 0} U Q.
Este resultado é a versao global da extensao do principio de invaridncia para a classe de
sistemas autonomos nao lineares. Na versao local deste resultado, é suposto a existéncia
de um ndmero real L > 0 tal que Qp = {x € R" : V(x) < L} é limitado. Entao, se
existe um nimero real [ tal que sup, .7V (z) = I < L,em que A= {z € Qp :c(z) <0},
temos que toda solucao iniciando em §2; é atraida para o maior conjunto invariante em
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{z €Qp:c(x) =0} U{z € R": V(z) < }. Versoes uniformes em relagio aos pardmetros
dos sistemas foram apresentadas em [13].

Na préxima secao, consideramos uma subclasse dos sistemas (1) e apresentamos uma
nova extensdo do principio de invaridncia. A principal caracteristica deste resultado é
que o conjunto onde a derivada é positiva deve ser limitado somente em R’} e esta nova
propriedade pode facilitar a andlise da solucao de muitos sistemas, tais como os sistemas
biolégicos [5,6], os quais sao naturalmente positivos.

3 Um Principio de Invariancia

Agora, consideramos uma subclasse do sistema (1), a classe dos sistemas positivos. O
sistema (1) é chamado positivo se para todo zg € R}, a solucao ¢(t,x9) € R} para todo
t > 0. A seguinte condigao é necessdria e suficiente para o sistema (1) ser positivo:

Vo € Bd(RY) : z; = 0= f;(x) > 0.

No que segue, apresentamos a versao local da extensao do principio de invariancia para
a classe de sistemas considerada neste trabalho.

Teorema 3.1. (Principio de Invaridncia) Considere o sistema positivo (1) e considere
V :R" = R uma funcio de classe C'. Seja L € R tal que Qp, = {z € R? : V(z) < L}

seja limitado. Se existe ¢ € R com ¢ < L tal que £ > sup__~V(x) em que C = {z €

zeC
Qp : VV(x).f(z) > 0}, entdo a solugio p(t,x9) com xg € int(§2,) € atraida para o maior
conjunto invariante em E = {x € Qp : VV(x).f(x) = 0} UQ; em que p = {x € R} :

V(z) < ¢}

Demonstragao. Considere zq € int(ﬁg) e seja [0,%4) o intervalo maximal de existéncia da
solugao t — ¢(t,xg) do sistema positivo (1). Uma vez que o sistema é positivo, entao
o(t,zp) € RY,Vt € [0,t4). Primeiramente, consideramos zy € Q, C Qp e supomos
a existéncia de T € [0,£4) tal que ¢(f,x0) & €. Pela continuidade de V e devido ao
fato de que o sistema é positivo, temos a existéncia de t* tal que V(p(t*,z9)) = £ e
V(g(t, o)) > ¢ para todo t € (t*,7], mas isto é uma contradicio C C €. Portanto, a
solucao ¢(t, zg) € ﬁg para todo t € [0,¢4). Uma vez que ﬁg é um conjunto limitado, entao
ty =400 e p(t,zg) € Oy para todo ¢ > 0.

Agora, considere zg € int(Q /). Se existe £ € [0,t4) tal que V(p(f,z0)) < ¢, entdo
o resultado segue da primeira parte desta demonstracao. Se ¢(t,xg) ¢ ﬁg para todo
t €[0,t4) e devido ao fato de que C C €y, temos que V (p(t, z0)) < V((0, z0)) para todo
t € [0,t4), isto é, p(t,zg) € Q. para todo t € [0,t+). Uma vez que Q 6 um conjunto
compacto, entao t; = 400 e existe r € R tal que V(p(t,29)) — r quando t — +00. Seja
c € wt(wp), entao existe uma sequéncia t,, — oo quando n — +oo tal que o(t,,zg) — c.
Da continuidade de V, temos que V(¢(t,,z0)) = V(c). Assim, pela unicidade do limite
V(c) = r, temos entao que V(z) = r para todo x € w'(zg) e entao VV(z) - f(x) = 0
para todo z € wt (o). Portanto, a solugao é atraida para o maior conjunto invariante em
E. ]
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Figura 1 mostra a interpretacio geométrica do Teorema 3.1 no R2. Note que, o con-
junto Q 1, deve ser limitado somente em ]Ri. Assim, a solucdo ¢(t, zp) com xy € Q 1, tal que
o(t,xo) ¢ Qy para todo t > 0 é atraida para um conjunto invariante dentro do conjunto
onde a derivada da funcao V é igual a zero (linha preta). A solugao ¢(t,zp) com xg € Q
¢é atraida para um conjunto invariante em ﬁg.

T

Figura 1: Interpretacao Geométrica do Teorema 1

Observacgao 3.1. Se E = Qy no Teorema 3.1, entao toda solu¢ao p(t,xg) iniciando em €,
€ atraida para o maior conjunto invariante em y. Neste caso, Sy e Qp, sao as estimativas
do atrator e da drea de atragao, respectivamente.

No proximo teorema, apresentamos a versao global do Teorema 3.1.

Teorema 3.2. (Versdo Global) Considere o sistema positivo (1), V : R* — R uma

funcio de classe C' e seja C = {x € R? : VV(z).f(z) > 0}. Se existe { € R tal

que £ > sup V(z), entdo toda solucdo limitada p(t,xo) € atraida para o maior conjunto
zeC

invariante em E = {x € R} : VV(z).f(z) = 0} UQy, em que Qy = {z € R} : V(x) < £}

Demonstragdo. Considere o sistema positivo (1) e a condigao inicial o € R’;. Uma vez
que o sistema ¢ positivo, entao a solucao limitada ¢(t,z9) € R’ para todo t € [0,400).
Primeiramente, consideramos que xg € ﬁg C R’} e supomos a existéncia de t € [0, +00) tal
que @(t, o) ¢ ﬁg. Da continuidade de V' e devido ao fato do sistema ser positivo, temos a
existéncia de t* tal que V (p(t*,z0)) =€ e V(p(t,z0)) > ¢ para todo t € (t*,t], mas isso é
uma contradicdo pois uma vez que £ > SUP, & V(x) e entao C - ﬁg. Portanto, a solucao
o(t, z0) € Q para todo t > 0.

Agora, considere g € R} tal que zo ¢ Qe suponha que ¢(t, ) é limitado para todo t > 0.
Se existe ¢ € [0, +00) tal que V(p(t,x0)) < ¢, entdo o resultado segue da primeira parte
desta demonstracio. Se ¢(t,z0) ¢ Q para todo ¢t > 0, entdo V(o(t,20)) < V((0,z0))
para todo t € [0, +00), isto é, t — V (¢(t,x0)) é uma fungao nao crescente (pois Cc ﬁg) e
limitada inferiormente (pois ¢(t, xg) é limitada). Logo, existe r € R tal que V (p(t,z0)) —
r quando t — +00. Seja ¢ € w(zg), entdo existe uma sequéncia t,, — oo quando n — 400
tal que ¢(t,,z9) — ¢ e pela continuidade de V', temos que V(¢(t,,z9)) — V(c). Assim,
pela unicidade do limite V(c) = r, isto é, V(x) = r para todo * € w'(zp) e entdao
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VV(z) - f(x) = 0 para todo = € w'(xg). Portanto, a solucao ¢é atraida para um conjunto
invariante contido em E. O

Observagao 3.2. O Teorema 3.2 nao exige que o conjunto de nivel da funcao V seja
limitado, diferente do resultado apresentado em [12,13]. O Teorema 3.1 somente exige
que a intersec¢ao entre o conjunto de nivel da fungao V e RY}y seja limitada.

Corolario 3.1. Se considerarmos que V : R" — R € radialmente ilimitada no Teorema
3.2, entao podemos concluir que toda solugao o(t,xo) serd atraida para o maior conjunto
mvariante em E.

Explorando o fato de que todo conjunto de nivel de V' é um conjunto limitado (pois V'
é radialmente ilimitada), entdo a demonstragao do Corolédrio 3.1 segue as mesmas ideias
da demonstragao do Teorema 3.2.

Observagao 3.3. Se E= Qg, entdo toda solugao ¢(t,xg) € atraida para o maior conjunto
moartante em Qg Neste caso, Qg é uma estimativa do atrator do sistema positivo (1).

Corolario 3.2. Considere as mesmas suposigées do Teorema 3.2 e seja C = U 1 C;. Se
existe j € {1,...,m} el € R satisfazendo C C Q tal que Qy € limitado e Qgﬁ(U#] i) =10,

entao to@a solugdo @(t,xg) com g € mt(Qg) a atraida para o maior conjunto tnvariante
contido €.

Demonstragao. Suponha a existéncia de j € {1,...,m} e £ € R satisfazendo éj C (~2¢.
Considere a solu¢ao ¢(t, o) com xg € int(£)y), entdo a demonstracao deste coroldrio é
andloga a primeira parte da demonstragao do Teorema 3.1. O

4 Exemplo Numérico
Considere o sistema presa predador:

i= —afzr+ (B+a)x® —yry — 23
y= —Cy+uy, @)

coma=1,=3,(=21evy=0.5 Como z =0 implica que f1(0,y) > 0 e y = 0 implica
fa(x,0) > 0, podemos concluir que o sistema (2) é positivo. Seus pontos de equilibrio sdo
(0,0),(2.1,1.98),(1,0) e (3,0). Escolhendo,

V(z,y) = 18.93(z —2.1)* — 36.34(x — 2.1)3(y — 1.98) — 31.73(x — 2.1)3
4+ 113.7(z — 2.1)%(y — 1.98)% 4+ 363.4(z — 2.1)%(y — 1.98) + 270.2(z — 2.1)?
4+ 63.09(z — 2.1)(y — 1.98)% + 102.7(x — 2.1)(y — 1.98) — 0.9347(x — 2.1)
+ 63.89(y — 1.98)% + 138.5(y — 1.98)? + 18.43(y — 1.98), (3)

temos que o conjunto onde a derivada desta fun¢do assume valores positivos é um conjunto
compacto contido em ]R%_ (veja a regiao pontilhada na Figura 4). Assim, escolhendo
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{ = 354.14 e devido ao fato de que E = ﬁg, temos pelo Teorema 3.2 que toda solucgao
limitada ¢(t,xo) é atraida para o maior conjunto invariante em (NZg. Portanto, Qg é uma
estimativa do atrator do sistema (2). Agora, considerando a componente conexa de Qo
com ¢ = 35 temos, pelo Corolario 3.2, que a solucao ¢(t,xg) com xg € int({235) é atraida
para o conjunto invariante em (35, isto €, a solucao é atraida para o ponto de equilibrio
(2.1,1.98) como podemos verificar na Figura 2. Mais ainda, ¢(t,zg) com xo € int(2_go)
4 atraida para (0,0) pelo Corolério 3.2.

451

351

25k .. Q35414

35

15

0.5 [

Figura 2: Conjuntos de nivel da funcao V e comportamento assintdtico de algumas tra-
jetérias do sistema do exemplo numérico.

E importante ressaltar que o conjunto onde a derivada da funcao V', a qual foi en-
contrada utilizando um procedimento apresentado em [11], assume valores positivos é nao
limitado em R?. Portanto, o resultado apresentado em [12] ndo poderia ser utilizado para
analisar a solugdo do sistema (2) explorando a fungdo auxiliar V' dada por (3).

5 Conclusao

Neste trabalho foi apresentada uma extensao do principio de invariancia para a classe
de sistemas nao lineares positivos, a qual é capaz de fornecer estimativas de conjuntos
atratores e suas respectivas dreas de atracao, mesmo quando a derivada da funcao auxiliar
V' assume valores positivos. As versoes uniformes dos resultados apresentados aqui, serao
apresentadas em trabalhos futuros. O termo uniforme significa que as estimativas do
atrator e da area de atracao nao dependerao dos parametros incertos do sistema.
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