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Resumo. Neste trabalho resolvemos numericamente a equagao de transporte estaciondria
em um meio partipativo com fontes internas, fronteira semi-reflectiva e dominio unidimen-
sional. Implementamos o método de Nystrom para resolver a formulacao integral desta
equagao de transporte, isto é, quando ela esta escrita na forma de uma equagao de Fredholm
do segundo tipo. Depois de removermos as singularidades dos operadores, testamos algumas
quadraturas numeéricas, tais como as regras de Boole e Gauss-Legendre. Comparamos nossos
resultados numéricos com aqueles que podem ser encontrados na literatura.
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1 Introducao

A equacao do transporte descreve a distribuicdo de particulas, tais como néutrons,
fétons, moléculas ou ondas eletromagnéticas, considerando o movimento e a interagao
com o meio. O estudo de reatores nucleares, transporte de radiagao, dinamica de gases
rarefeitos e resfriamento de vidro sao alguns exemplos de aplicagoes da equagao transporte.

Essa equagao integro-diferencial é uma versao linear da equacao inicialmente desen-
volvida por Ludwig Boltzmann em 1872 no contexto de teoria cinética dos gases [4]. Em
geral, a equacao dependente de sete varidveis independentes: trés espaciais, duas angulares,
uma de energia e uma variavel temporal [6]. A complexividade das condigoes de contorno
e o numero de varidveis que definem o problema impossibilitam o cdlculo de solugoes
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analiticas, exceto em casos bem particulares. Assim, o uso de abordagens numéricas se
fazem necessarias para o cédlculo de solugoes.

Os métodos integrais sao exemplos de métodos deterministicos, que transformam a
equacao do transporte integro-diferencial em uma equacao de Fredholm do segundo tipo.
Dentre os métodos integrais destacamos aqui o método de Nystrom, introduzido por Evert
Johannes Nystrom em 1930. A ideia do método de Nystrom é substituir o operador integral
por um esquema numérico de quadratura e produzir um sistema de equacoes algébricas a
serem resolvidas.

O método de Nystrom esta bem estabelecido para solugao de equacgoes integrais e per-
mite uma combinacao entre eficiéncia e precis@o. Alguns resultados ja foram publicados
utilizando essa metodologia em geometria unidimensional [5] e bidimensional [3]. Neste
trabalho, consideramos equagao de transporte linear de néutrons em geometria cartesiana
unidimensional em um meio homogéneo para o caso estaciondrio, com simetria e espal-
hamento isotrépico, isto é:

P ) o (e, 1) = 0,0(2) + S(), M)

onde

O(r) =

N | —

1
/\I/(x, w)dy, (2)
21

é o fluxo escalar, 0 < x < L é a variavel espacial, u é o cosseno do angulo formado entre a
diregao de propagacao e o eixo x e S(x) é o termo fonte. A se¢do macroscépica total e a
secao de choque de espalhamento sao nao negativos e denotados, respectivamente, por oy
e 0s. As condicbes de contorno sao semi-reflectivas e dadas por:

(0, 1) = po()¥(0, —p) + (1 = po(p))Bo(w), w>0 "
3
U(L, 1) = pr(w)¥ (L, —p) + (L= pr(p))Br(p), <0

onde By(p) e Br(p) representam as contribuicoes da fronteira, 0 < pg < 1e 0 < pr <1
sao os coeficientes de reflexao.

Aplicando o método das caracteristicas [9] na equagao (1), onde tomamos o lado direito
como Q(x) = 05P(x)+ S(z) e utilizando as condigdes de contorno (3), obtemos a seguinte
representagao funcional para o fluxo escalar ®(z):

O(z)(z) = (Ly@)(x) + (Lo B)(x), (4)

onde L, é o operador integral dado por:

L
L,Qx) = /0 Kz, $)Q(s)ds, (5)
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3
e o nicleo k(z, s) é expresso, da seguinte forma:
—ot(ste) —oy(=s+2L+a)
k(z,5) = /1 1 Jpo(we » +po(wpr(=ple " #
I - 2 —20¢L
o =M 1= po(p)pr(—p)e »

( ) ( ) —o¢(2Lts—z) " ( ) —o¢(2L=s—=) el

— e K — e “ —ot|s—z
L polmpL(=p ) = g ©

1= po(p)pr(—pe

Seja o operador Ly : (L*[0,1])* — C°[0, L] que mapeia a funcio vetorial B(u) =
[Bo(u), Br(p)] na fungao definida por:

(LyB)(x) = ;/1 pr(=1)(1 — po()) Bo(w)e # + (};LpL(—u))BL(—u)e@dﬂ
0 L — po(p)pr(—p)e *»
. % /1 po(1) (1 — pr(—) Br(—p)e # j_(i_ po()Bolst) 5= ()
0 L — po(p)pr(—p)e #

Observe que tomamos Q(x) = 0sP(z)+5(z) e escrevemos ®(z) = (LyQ)(x)+(LpyB)(z).
Substituindo Q(x) em ®(z), desde que ¥ possa ser calculado de @, resolver o problema
(1) - (3) equivale a resolver a seguinte equacao integral para ®(z):

(1 = 05Lg)®(z) = (LyS)(2) + (L B)(2). (8)

A equagao (8) pode ser resolvida sempre que o operador (1 —osL4) puder ser invertido
(ver [8]). As estimativas para a norma do operador L, foram calculadas em [1] nos espacos
C0, L] e C%[0, L], para fontes C°[0, L] e C*[0, L], respectivamente.

2 Meétodo de Nystrom

Nesta secao, apresentamos a implentacao numérica para resolver a problema 1 - 3 que
é equivalente a resolver a seguinte equagao integral para ®(x):

L L
B(z) = o4 /O k(2 5)®(s)ds + /0 k(z,5)S(s)ds + (LyB)(), ()

onde k(z,s) é expresso em (6).

A equacgao (9) é uma equagao integral linear de Fredholm do segundo tipo que pode
ser resolvida numericamente pelo método de Nystrom. Primeiramente, lidamos com sin-
gularidade na diagonal z = s (quando = = s e pu tende a zero) aplicando a técnica de
subtracao de singularidades [10] para o operador Lyg:

L L
(Lya)(x) = /0 Kz, 5){a(s) — q(a))ds + /0 Kz, s)q(z)ds. (10)
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Assim, a equagao (9) assume a seguinte forma:

L L
d(x) = O'S/O k(z,s)[®(s) — ®(x)]ds + 05/0 k(z,s)ds®(z) + g(x), (11)

onde g(x) representa simultaneamente a contribuigao da fonte e da fronteira, isto é, g(z) =
(LgS)(x) + (LpB)(x) e LyS tem a remocao de singularidade similar (10).

O primeiro termo da direita da equagao (10) é limitado em torno de z = s, garantindo
um bom desempenho de quadraturas numéricas para esse termo e, o segundo termo tera
sua singularidade integrada analiticamente. Reescrevemos a equacao (11) como:

L
B(x) = o /0 ke, $)[®(s) — D(@)]ds + 0. R(2)®(z) + g(a),

onde R(z fo (x,s)ds.
Aphcando o método de Nystrom na equacao acima para discretizar o operador integral
envolvido, obtemos:

N
O(z) ~os Y wik(z,s;)[®(sy) — ©(2)] + osR(2)® () + g(x), (12)
j=1,5;#x

onde {wj} ' | 580 pesos e {sj} ", abscissas de um esquema de quadratura numérica.

2.1 Calculo do Fluxo Escalar
Avaliando a equagao (12) nos pontos que estao na quadratura, podemos escrever para
i1=1,...,N:
N
O(wi) mos Y wik(wi,s5)[®(s;) — B(2:)] + o R(wi) @ (2s) + g(w:). (13)
J=1i#]
Para simplificar a notagao, definimos K;; = k(z4,s5), i = g(z;) e R; = R(z;), sendo
®; uma aproximacao para ®(z;). Assim, chegamos ao sistema algébrico:
N
=0, Y wKi[® — )+ 0o Ri®i+gi, i=1,...,N, (14)
j=1j#i

que pode ser escrito na forma matricial conforme:

[ 1+0, Zwl’Cu —osR1 —osw2K12 B —oswN KN 17 @ ] i g1
1#£1
—oswi1Ka1 1+ o0s Zlegl —osRa —oswnKaon (o2 g2
1#2 . =
—osw1Kn1 —osw2k 2 e 140 Z wiKny —osRN SN gN
L I#N 4 L i i
(15)
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O processo descrito acima produz as aproximacoes do fluxo escalar ®; para um conjunto
de N pontos que estao na malha de uma quadratura. No entanto, para os pontos que nao
estdo na malha obtemos uma interpolacao para o fluxo escalar a partir da equagao (12)
da seguinte forma:

@(x) N Og Zj‘VZLSﬂéQC wjk:(x, Sj)(I)(sj) + g(a:)
L+ Zj'\;l,sﬁéz w;k(z, sj) — osR(z)

(16)

3 Resultados Numéricos

Os algoritmos que usamos para resolver o problema numérico foram implementados
na linguagem de programacao C, utilizamos a integracao numérica da GNU Scientific
Library. Também utilizamos algoritmos de precisao multipla para quadratura numérica
no software Maple 15 para reproduzir alguns resultados obtendo valores de alta qualidade
para validar nosso codigo.

Nas Tabelas 1 - 3 apresentamos as comparagoes pontuais dos nossos resultados para
o fluxo escalar com aqueles publicados por Ganapol [7] usando o método CASN, Vargas
et al. [11] produzido pelo método LTSy com N = 300 e Azevedo et al. [2] produzido
pelo método GF'D. Essas comparacoes mostram o bom desempenho do nosso método
tanto para dominio pequeno L = 0.10 quanto para dominio grande L = 100. Na Tabela 1
obtemos com N = 100 sete digitos de precisdao comparando com CASN e GF' D e até cinco
digitos com LTS399. Na Tabela 2 obtemos até sete digitos comprando com os métodos
CASN, LTS300 e GFD com N = 800. Nés observamos aqui a dificuldade de se obter
resultados precisos para problemas onde o dominio é grande. Na Tabela 3 comparamos
nossos resultados com o método GFD e conseguimos uma convergéncia de seis digitos
significativos, apresentando desempenho melhor que os resultados da literatura.

Table 1: Gauss-Legendre. Comparacao entre os valores calculados para o fluxo escalar ® onde os
pardmetros sdo pg = pr, =0, Bo = By, = 1.0, 0y = 0, =1, L = 0.10 e S(x) = exp(—z) com os
resultados publicados por Ganapol [7] (ver [2]), Vargas et al. [11] e Azevedo et al. [2].

X CASN LTS300 GFDygo N=100 N=200 N=400 N = 800

0.00 2.317444 2.317428 2.317444 2.31744420 2.31744420 2.31744420 2.31744420
0.02 2373155 2.373237 2.373154 2.37315492 2.37315474 2.37315476 2.37315476
0.04 2.390886 2.390864 2.390886 2.39088641 2.39088647 2.39088647 2.39088646
0.06 2.388975 2.388963 2.388975 2.38897528 2.38897537 2.38897536  2.38897535
0.08 2.368116 2.368189 2.368115 2.36811587 2.36811569 2.36811570 2.36811570
0.10 2312675 2.312669 2.312675 2.31267537 2.31267537 2.31267537 2.31267537

DOI: 10.5540/03.2020.007.01.0434 010434-5 © 2020 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2020.007.01.0434

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 7, n. 1, 2020.

Table 2: Gauss-Legendre. Comparacao entre os valores calculados para o fluxo escalar ® onde
os parametros sdo pg = pr =0, By = B =1.0, 0, =0, =1, L =10 e S(z) = exp(—x) com os
resultados publicados por Ganapol (7] (ver [2]), Vargas et al. [11] e Azevedo et al. [2].

X CASN LT S500 GF Dsoo N=200 N=400 N=800 N =1600 N = 3200

0 5.306414 5.306007 5.306226 5.3064184 5.3064146 5.3064141 5.3064141 5.3064141
2 9.104506 9.104450 9.104379 9.1045576  9.1045124  9.1045055 9.1045050  9.1045056
4 7.846664 7.846619 7.846563 7.8464516 7.8465711 7.8466881  7.8466589  7.8466648
6 6.145113 6.145074 6.145039 6.1453666 6.1452168 6.1450877 6.1451189 6.1451125
8 4.387136 4.387110 4.387089 4.3870415 4.3871241 4.3871386 4.3871393  4.3871372
10 2.509092  2.509086 2.509068  2.5090873  2.5090914  2.5090919  2.5090920 2.5090920

Table 3: Gauss-Legendre. Comparagao entre os valores calculados para o fluxo escalar ® onde os
2

pardmetros sdo pg = pr, =0, B =1.0, B, =0, 0, =0, =1, L =100.0 e S(x) = exp(%) com
os resultados publicados por Vargas et al. [11] and Azevedo et al. [2].
X LT S300 GF D320 N=800 N=1600 N=3200 N=6400 N=12800

0 8.42592 8.443685 8.4496545 8.4496350 8.4496325 8.4496322 8.4496322
20 16.9490  16.945922  16.952232 16.951756 16.951746 16.951759 16.951757
40 12.7473  12.746721  12.752013 12.751032 12.751148 12.751131 12.751124
60 8.54702 8.547520 8.5496200 8.5505802 8.5504609 8.5504778 8.5504850
80 4.34782 4.348319 4.3494016 4.3498556 4.3498631 4.3498496 4.3498517
100 0.121203 0.121160  0.12123888 0.12125894 0.12126152 0.12126185 0.12126189

4 Conclusao

Neste trabalho nés apresentamos os resultados numéricos para o problema de trans-
porte unidimensional. O algoritmo foi produzido aplicando o método de Nystrom a versao
integral da equacao de transporte e removendo singularidades dos operadores envolvidos.
Fizemos testes com alguns esquemas de quadratura, sendo Gauss-Legendre mais eficientes
em todos os nossos experimentos numéricos. O cédigo mostrou-se eficiente visto que a con-
vergéncia esta assegurada mesmo quando o dominio é grande. Essa metodologia numérica
tem a vantagem de permitir resolver o problema para diferentes fontes com apenas uma
multiplicacdo matricial. Também, a técnica pode ser estendida para problemas mais com-
plexos, tais como bidimensional e tridimensional.
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