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Resumo Sao calculados e analisados os niveis de energia e as fungoes de onda para o modelo
de Kronig-Penney fracionario com defeito e derivada de Riesz. Na auséncia do defeito, o
potencial consiste de deltas de Dirac de igual intensidade, uniformemente espacadas. O
defeito consiste em alterar a intensidade do potencial de um dos deltas de Dirac, preservando
a simetria de inversao. Os estados da particula podem ser localizados ou nao. A pesquisa é
dedicada ao estudo dos estados localizados, mediante o método da transformada de Fourier.
O resultado mais importante é que, no caso fracionério, as fungoes de onda decaem em forma
de lei de poténcia, com expoente aproximadamente igual a —(a + 1).

Palavras-chave. Célculo fraciondrio, equagdo de Schrodinger fraciondria, transformada de
Fourier, comportamento assintético.

1 Introducao

A equacgao de Schrodinger fraciondria independente do tempo, para a fungdo de onda
Y (x), é dada por [2,3]
—CaD%(x) + V(2)i(x) = Ep(x). (1)

Aqui o operador fracionario D% é derivada de Riesz. O parametro C,, caracteriza a inércia
da particula, V' (z) é a energia potencial e ' é a energia total da mesma. Para o modelo
de Kronig-Penney fraciondrio com defeito na origem [1], utilizamos o potencial da forma

V(m)z%é(%)—i—ZV&(%—m), 2)
mezZ*

em que V é a intensidade do potencial de todos os pocos quanticos, excetuando o poco
quantico situado na origem, que tem intensidade V4.
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Substituindo o potencial na Eq. (1) e aplicando a transformada de Fourier em ambos
os lados da equacao, obtemos

(E — Caolk|)¢(k) = a AV (0) + aV > e ™) (ma). (3)
meZ

Aqui AV = Vy—V quantifica o defeito do potencial, aquilo que quebra a sua periodicidade.
Os valores da funcao de onda nas posigoes dos pogos quanticos podem ser calculados
pela transformada inversa de Fourier, ou seja,

“+oo
wlma) = 5 [ by (4)

—0oQ0

Substituindo esta expressdo no segundo termo do lado direito da Eq. (3), obtemos
(E — Colk|*)¢(k) = AV 4(0) + V' S(k), (5)

em que

S(k):Z¢<k+2Zn>. (6)

neL

Isolando ¢(k) da equagao Eq. (5), temos

o) = SAVO) | VSH)

— P
E—Cakle T E=Cajie TP (@)

na qual P(k) assumird valores distintos, dependendo do valor da energia, a saber,

P(k) = A+6<k—(i)l/a>+A_5<k+<C’i>l/a>, se B> 0 -
0, se £ <0,

em que Ay e A_ sdo constantes [2]. A contribuigao de P(k) para ¢ (x) é

L P(k) i = Db ein(B/Ca)!/® 4 Ao e=in(B/Ca)' /™ e B > 0,
o | 0, se B <0.

(9)
Para E > 0, temos uma combinagao linear de ondas harmoénicas que se estendem ao
infinito. Como estamos & procura de estados localizados, escolhemos A_ = A, = 0, ou
seja, P(k) = 0. Entao,

a AV (0) n VS(k)

= . 1
) = E ke T B Calkle (10)
em que
- 2mn ) _ a AV 4(0) VS (k + 21m)
S(k)—7%¢<k+a>—7% E—Calb+ 22"  E—Colk+ Z2[| (11)
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Calculando a transformada de Fourier inversa de ¢(k) dada pela Eq. (10), obtemos
que a funcao de onda dos estados localizados é

AL [ e
2 — 00 (E—CM]{:P)(l—Vg(E,k‘))

Y(x) = (12)
Convenientemente, trabalhamos com a forma adimensional da funcao de onda, dada

por
400 eQm‘ffde

X(€) = t(x)va = Avx(0) / (13)

—o (€= [K|*)(L = vG(e, k)’

em que § = x/a v=V/K,, Av = AV/K(X, x(0) = ¢¥(0)va, e = E/K, e k = k/(2r/a),

Ko=Co(E)" e Gle,k) =3 ez 76—‘%-"—77,‘0“
Ainda é necessério especificar o valor de x(0). Seu valor absoluto é calculado a partir

da condigao de normalizacao, que é dada por fj;o ¢ (z)|?dz = fjoooo Ix(&)2d¢ = 1. Entao,

obtemos )

0) = — - .
A“\/ /_oo (e [R)2(1 — vGle,r))?

Considerando a Eq. (13) para & = 0, temos que energia de todo estado localizado deve

satisfazer N p
1 o0
- = / i . (15)
Ao~ ) (o= W) —vGle )

Consequentemente, a fungdo de onda se reduz a forma

(14)

2 Re[G(e, 1, €)] ds
V2 o 1—vG(e k)

oG
\/ / 1—vGeli))2ae(€ﬂ)

2 Resultados

2.1 Resultados numéricos para os niveis de energia

Na Figura 1 apresentamos os niveis de energia dos estados localizados para a = 2 e
a = 1.6. Com excecao do poco na origem, a intensidade dos pogos quanticos é dada por
v = —0.2. Na origem, a intensidade, denotada por vy, assumird outros valores. No painel
(a), em que vo/v > 1, se destaca a existéncia de apenas um nivel de estado localizado.
Este se encontra abaixo da banda inferior, 7 = 0. No painel (b), em que vp/v < 1, hd um
nivel de energia abaixo da banda inferior. Entretanto, ha um estado localizado em cada
um dos gaps (faixas de energia proibida). No painel (c), em que vg/v > 1, a distancia entre
o nivel mais baixo do estado localizado e o fundo da banda inferior aumenta ao passar da
ordem « = 2.0 para a = 1.6. No painel (d), a distancia entre o nivel mais baixo e o topo
da banda inferior aumenta ao passar de o = 2.0 para o = 1.6.
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Figura 1: Gréafico dos niveis de energia dos estados localizados com derivada de ordem
a=20em (a) e (b) e« = 1.6, em (c) e (d). A intensidade do potencial na origem é
vo=1.1vem (a) e (c) e vg =0.9v, em (b) e (d).

2.2 Funcao de onda e seu comportamento assintético

Na Figura 2 apresentamos as fungoes de onda do primeiro nivel de energia dos estados
localizados calculados para o = 2.0 e 1.6. As fungdes de onda sdo simétricas com relagao ao
pogo quantico da origem e estao bem localizadas dentro da janela selecionada. Além disso,
as fungoes apresentam singularidades nos pocos quanticos. No painel (a), a fun¢ao nao
se anula e possui o mesmo sinal nos diferentes pogos quanticos. No painel (b) a fungao
se anula entre os pocos quanticos e apresenta alternancia de sinal de pogo para poco.
Nos painéis (c) e (d), as figuras apresentam as mesmas caracteristicas do caso inteiro.
Entretanto, as singularidades estao mais acentuadas.

(@) vo =1.1v, €= -0.4808 (b)vo =0.9v, €~ 0.3091 (@) vo=1.1v, €= -0.8387 (b) vo=0.9v, €= -0.4806
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Figura 2: Grafico da fungao de onda relativa ao primeiro nivel de energia de estado
localizado para o = 2.0, (a) e (b) e para a = 1.6, (c) e (d). No item (a) e (¢) vo = 1.1v,
no item (b) e (d) vo = 0.9v.

As funcgoes de onda, mostradas na Figura 2, apresentam diferentes comportamentos
assintoticos. Para o = 2.0 decaem exponencialmente, enquanto para o = 1.6 decaem em
forma de lei de poténcia [3].

Analisamos a sequéncia de valores €2,, = |x(n)|, com n inteiro positivo. Se o decaimento
de Q,, quando n tende ao infinito, fosse um produto entre a lei exponencial e a lei de
poténcia, teriamos que

Q, ~Ae "mp™, (17)

quando n suficientemente grande. Consequentemente,

In (Q,/Qy1) = hln(l+1/n) + . (18)
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Para estimar os valores de h e -, ajustamos uma reta aos pontos de um grafico
In (Qy,/+1) contra In(1+1/n). Os resultados do ajuste para o = 2.0 e 1.6 sd@o mostrados
na Figura 3. No painel (a), para o = 2, temos v = 0 e h = 1.97. Assim, no caso inteiro
temos um decaimento puramente exponencial. No painel (b), para o = 1.6, temos h =0 e
v~ 2.614. Assim, no caso fracionario temos um decaimento em forma de lei de poténcia
e a poténcia de decaimento é aproximadamente v = (a + 1). Este resultado pode ser
demonstrado exatamente [3], mediante extensdo da fungao de onda ao plano de valores
complexos de k.
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Figura 3: Comportamento assintético do estado localizado de menor energia no modelo
de Kronig-Penney com defeito. Os pocgos tém intensidade adimensional v = —0.2 com
excegao do pogo na origem que tem intensidade vy = 1.1v. A ordem da derivada de Riesz
é (a) a=20¢e€ (b) a=1.6.

3 Conclusoes

Pelo método da transformada de Fourier, calculamos os estados localizados do mo-
delo de Kronig-Penney fracionario com defeito, para diferentes valores de intensidades de
potencial e para diferentes ordens da derivada fracionédria de Riesz: o = 2.0 e 1.6. Anali-
samos as fungoes de onda para o primeiro estado localizado. De um lado, observamos que
o decaimento é exponencial para @ = 2.0. Entretanto, para o valor fracionéario de «, as
fungoes decaem em forma de lei de poténcia, com expoente —(a + 1).
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